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Ââåäåíèå
Ýòè çàìåòêè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûì ââåäåíèåì â òåîðèþ Ãàëóà. Ãëàâíûé âîïðîñ, êîòîðûé
ðåøàåò òåîðèÿ Ãàëóà, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàí ìíîãî÷ëåí
f ñòåïåíè n ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0.

Ìîæíî ëè ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) = 0, ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàÿ òîëüêî âñïîìîãàòåëüíûå
óðàâíåíèÿ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà? Íàïðèìåð, òîëüêî êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ (èëè
óðàâíåíèÿ ñòåïåíè íå âûøå m < n), èëè òîëüêî óðàâíåíèÿ âèäà xk − a = 0? Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå ðå÷ü èä¼ò î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ f(x) = 0 â ðàäèêàëàõ. Ïðè ýòîì êî-
ýôôèöèåíòû êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ
ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé, è óæå íå îáÿçàíû áûòü ðàöèîíàëüíûìè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êîòîðûå áóäóò ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â ïîñëåäóþùèõ
ðàçäåëàõ. ×òîáû ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, äîñòàòî÷íî óìåòü èçâëåêàòü òîëüêî êâàä-
ðàòíûå êîðíè. Ïðè ðåøåíèè ïðîèçâîëüíîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êâàäðàòíûìè êîðíÿ-
ìè óæå íå îáîéòèñü (ýòî ìû äîêàæåì âî âòîðîì ðàçäåëå). À âîò óðàâíåíèÿ x5 − 1 = 0 è
x17 − 1 = 0 ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî êâàäðàòíûå êîðíè.

Âîîáùå, óðàâíåíèÿ êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü, èçâëåêàÿ òîëüêî êâàäðàòíûå êîðíè, åñòå-
ñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Ïîýòîìó ìû
íà÷í¼ì çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé Ãàëóà ñ îáñóæäåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå. Â ÷àñò-
íîñòè, ìû äîêàæåì íåðàçðåøèìîñòü êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ äðåâíîñòè î òðèñåêöèè óãëà è
óäâîåíèè êóáà. Ìû òàêæå âûÿñíèì, êàêèå ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè ìîæíî ïîñòðîèòü
öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Ýòó çàäà÷ó ïåðâûì ðåøèë Ãàóññ [1]. Ðåøåíèå ñóùåñòâåííî èñïîëüçó-
åò àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ÷èñëà n. Â òðåòüåì è ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëàõ
ìû ïîäðîáíî ðàçáåð¼ì ðåøåíèå Ãàóññà à òàêæå åãî áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà xn − 1 = 0. Íàïðèìåð, â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ìåòî-
äàìè Ãàóññà, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x13 − 1 = 0 äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü òîëüêî
êâàäðàòíûå è êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, è íàéä¼ì ýòè óðàâíåíèÿ ÿâíî.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå, ìû ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò Ãàóññà äëÿ óðàâíåíèé âèäà
xn − 1 = 0 íà ÿçûêå òåîðèè Ãàëóà. Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé Ãàóññ ðàçðàáîòàë òåîðèþ Ãàëóà
(êîíå÷íî, íå ïîä òàêèì íàçâàíèåì) çà 30 ëåò äî Ãàëóà. Çàòåì ìû ïîñòðîèì òåîðèþ Ãàëóà
äëÿ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íè Ãàóññ, íè Ãàëóà íå èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèÿ ïîëÿ, ðàñøèðåíèÿ
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ïîëÿ è ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ. Îäíàêî, ïðè èçëîæåíèè èõ ìåòîäîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ýòè
ïîíÿòèÿ. Ïîýòîìó âòîðîé è ÷àñòè÷íî òðåòèé ðàçäåëû ïîñâÿùåíû îïðåäåëåíèþ è îáñóæäå-
íèþ ýòèõ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîíÿòèé, òàêèõ êàê êâàäðàòè÷íûå è êðóãîâûå ïîëÿ.

Åù¼ îäíà öåëü ýòèõ çàìåòîê � ðåêëàìà çàìå÷àòåëüíîé êíèãè Ãàóññà �Àðèôìåòè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ� [1]. Â çàìåòêàõ ÷àñòè÷íî ïåðåèçëîæåíà ñåäüìàÿ (ïîñëåäíÿÿ) ÷àñòü ýòîé
êíèãè, ïîñÿù¼ííàÿ óðàâíåíèÿì äåëåíèÿ êðóãà. Êíèãà Ãàóññà ñîäåðæèò ìíîãî äðóãèõ èí-
òåðåñíûõ è ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðè ýòîì èçëîæåíèå î÷åíü ïîíÿòíîå è íå èñïîëüçóåò
íèêàêèõ ñâåäåíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû.

Çàìåòêè ðàññ÷èòàíû íà øêîëüíèêîâ ñòàðøèõ êëàññîâ è íà âñåõ, èíòåðåñóþùèõñÿ òåîðè-
åé Ãàëóà èëè òåîðèåé ÷èñåë. Ïîëåçíî íåêîòîðîå çíàêîìñòâî ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, õîòÿ
âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î íèõ ïðèâîäÿòñÿ â ïåðâîì ðàçäåëå. Ïîëåçíî òàêæå çíàêîìñòâî
ñ âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå çàäà÷. Ðåøåíèå áîëüøèíñòâà çàäà÷ ñó-
ùåñòâåííî äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà (íîìåðà ýòèõ çàäà÷ íàáðàíû ïðÿìûì
øðèôòîì). Ýòè çàäà÷è äîñòàòî÷íû ïðîñòû, è ÷àñòî ñíàáæåíû óêàçàíèÿìè, êîòîðûå íóæíî
ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîäóìàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå. Ñëîæíûå çàäà÷è ïîìå÷åíû
çâ¼çäî÷êîé.

1 Ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé
Â ýòîì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è äðóãèå ïîñòðî-
åíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé, êîòîðûå áûëè ïðèäóìàíû ìàòåìàòèêàìè Äðåâíåé Ãðåöèè. Â
îñíîâíîì, ðàçäåë ñîñòîèò èç çàäà÷. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èõ ðåøèòü, ïîëåçíî ïîìíèòü, êàê
ñòðîèòü áèññåêòðèñó óãëà, äåëèòü îòðåçîê ïîïîëàì è îïóñêàòü ïåðïåíäèêóëÿð ñ ïîìîùüþ
öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Îáñóæäàþòñÿ òàê æå êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ èõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. ×àñòü çàäà÷ ñíàáæåíà óêàçàíèÿìè.

Çäåñü è äàëåå, òî÷êè ïëîñêîñòè ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè
òàêèì îáðàçîì: òî÷êå ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè (a, b) ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîå
÷èñëî a + bi, ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Íàïðèìåð, òî÷êè (0, 0) è (1, 0) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ
0 è 1, ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êà (0, 1) � ñ ÷èñëîì i.

Ïðàâèëà ïîëüçîâàíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé.
Îïðåäåëèì, ÷òî çíà÷èò ïîñòðîèòü òî÷êó ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè:
0. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê � ýòî áàçà ïîñòðîåíèÿ (â äàëüíåéøåì,

åñëè îá ýòîì íè÷åãî íå ñêàçàíî, òî â êà÷åñòâå áàçû áåðóòñÿ òî÷êè 0 è 1).
Ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðåíèå ñëåäóþùèõ òð¼õ äåéñòâèé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íîâûå òî÷êè

èç óæå ïîñòðîåííûõ (ê êîòîðûì îòíåñ¼ì è òî÷êè, äàííûå â êà÷åñòâå áàçû).
1. Ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç ëþáûå äâå ðàíåå ïîñòðîåííûå òî÷êè.
2. Ìîæíî ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â îäíîé èç ðàíåå ïîñòðîåííûõ òî÷åê, ïðîõî-

äÿùóþ ÷åðåç äðóãóþ óæå ïîñòðîåííóþ òî÷êó.
3. Ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, ïðÿìîé è îêðóæíîñòè èëè äâóõ

îêðóæíîñòåé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèé 1 è 2.
Ïîñòðîåíèå öèðêóëåì è ëèíåéêîé � ýòî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé 1, 2 è 3.

Íîâûå òî÷êè ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ 3 (êîíå÷íî, îíè ìîãóò ñîâïàñòü ñ
óæå ïîñòðîåííûìè).
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Çàäà÷è:
1.1. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
(a) ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê,
(b) êâàäðàò,
(c) ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê,
(d) ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê,
Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC c îñíîâàíèåì AC è ñ óãëîì

ïðè âåðøèíå B â 36◦ = π/5 (óãëû ïðè îñíîâàíèè òîãäà ðàâíû 72◦). Ïóñòü AD � áèññåê-
òðèñà óãëà A. Òîãäà òðåóãîëüíèêè ABC è CAD ïîäîáíû! Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèê BDA
òîæå ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó AC = AD = BD. Îòñþäà ìîæíî íàéòè îòíîøåíèå
äëèí AC

AB
, à îíî ðàâíî 2cos(2π/5).

(e) ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê,
(f) ïðàâèëüíûé 15-óãîëüíèê.
Â ýòèõ çàäà÷àõ èíòåðåñíî òàêæå íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äåéñòâèé 1 è 2, êîòîðûå

íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîòðåáóåì ÷òîáû ïðàâèëüíûé ìíîãî-
óãîëüíèê áûë âïèñàí â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íóëå. Ïðè ýòîì ïðàâèëüíûé
n-óãîëüíèê ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåííûì, åñëè ïîñòðîåíû äâå åãî ñîñåäíèå âåðøèíû. Äëÿ ðàâíî-
ñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî âñåãî äâà äåéñòâèÿ: íóæíî ïîñòðîèòü äâå
îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â 0 è 1 è âçÿòü èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ � ýòî
è áóäóò äâå âåðøèíû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ êâàäðàòà äîñòàòî÷íî ïðîäåëàòü
ïÿòü äåéñòâèé, íî äîêàçàòü, ÷òî íåëüçÿ îáîéòèñü ìåíüøèì ÷èñëîì, óæå íå òàê ïðîñòî.
Íèæå ïðèâåäåíî ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà, äëÿ êîòîðîãî òðåáóåòñÿ äåâÿòü
äåéñòâèé.

Ðèñ. 1: Çäåñü 0A = 0B = 1, è óãîë B01 � ïðÿìîé. Òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà A0. Òî÷êà
D ëåæèò íà îòðåçêå 01, è ïðè ýòîì MD = MB.

Äëèíà îòðåçêà BD ðàâíà äëèíå ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â
îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (äîêàæèòå!).

1.2. Ïóñòü m íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî ïðàâèëüíûé m-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü
öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Äîêàæèòå ÷òî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ìîæíî ïîñòðîèòü è
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ïðàâèëüíûé 2nm-óãîëüíèê.
1.3. (a) Ïóñòü n è m � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî ïðàâèëüíûå

n-óãîëüíèê è m-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Äîêàæèòå,
÷òî ïðàâèëüíûé mn-óãîëüíèê òîæå ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Îñòàíåòñÿ ëè
óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíûì, åñëè m è n íå âçàèìíî ïðîñòû?

(b) Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî ïðàâèëüíûé m-óãîëüíèê íåëüçÿ ïîñòðîèòü
öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà íåëüçÿ ïîñòðîèòü è ïðàâèëüíûé mn-óãîëüíèê
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Óæå ìàòåìàòèêè Äðåâíåé Ãðåöèè áûëè óáåæäåíû, ÷òî òðèñåêöèÿ óãëà ñ ïîìîùüþ
öèðêóëÿ è ëèíåéêè â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíà. Îäíàêî äîêàçàíî ýòî áûëî òîëüêî â íà÷àëå
XIX ñòîëåòèÿ Ãàóññîì. Ìû äîêàæåì ýòî â ðàçäåëå 2. Òåì íå ìåíåå, äëÿ íåêîòîðûõ óãëîâ
òðèñåêöèÿ âûïîëíèìà.

1.4. (Òðèñåêöèÿ óãëà)
(a) Ðàçäåëèòü óãîë â 27 ãðàäóñîâ íà òðè ðàâíûõ óãëà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.
(b*) Íàéäèòå âñå óãëû â öåëîå ÷èñëî ãðàäóñîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ðàâ-

íûõ óãëà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Ïîñòðîèìûå ÷èñëà. Ïóñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îòìå÷åíû òî÷êè 0 è 1. Èñïîëüçóÿ
ýòè äâå òî÷êè êàê áàçó, êàêèå åù¼ òî÷êè ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé? Íàçî-
â¼ì òî÷êó è ñîîòâåòñòâóþùåå åé êîìïëåêñíîå ÷èñëî ïîñòðîèìûìè, åñëè èõ ìîæíî òàê
ïîñòðîèòü.

1.5. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ïîñòðîèìû.
1.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé îòðåçîê äëèíû a è

îòðåçîê äëèíû b, òî ìîæíî ïîñòðîèòü è íåêîòîðûå îòðåçêè äëèíû
(a) ab è a/b,
Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ôàëåñà.
(b) √a,
Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò âûñîòû,

îïóùåííîé èç ïðÿìîãî óãëà, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðîåêöèé êàòåòîâ íà ãèïîòåíóçó.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè îòîæäåñòâèòü êàæäîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ñ âåêòîðîì ñ íà÷àëîì
â òî÷êå 0 è êîíöîì â òî÷êå z, òî ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâóåò ñëîæåíèþ
âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè. Óìíîæåíèå òîæå ìîæíî îïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêè òàêèì îáðàçîì.
Äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ìîæíî îïðåäåëèòü åãî ìîäóëü |z| è àðãóìåíò arg(z).
Ìîäóëü � ýòî äëèíà âåêòîðà z, à àðãóìåíò � óãîë ìåæäó ýòèì âåêòîðîì è îñüþ àáñöèññ,
èçìåðåííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ïðè ýòîì, êàê è â òðèãîíîìåòðèè, âåëè÷èíà óãëà
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî 2πk, ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî). Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü
� ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íàÿ, à àðãóìåíò � ìíîãîçíà÷íàÿ. Ïðè óìíîæåíèè äâóõ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò ïîíèìàòü
òàê: åñëè ϕ � ëþáîå èç çíà÷åíèé arg(z), à � ψ ëþáîå èç çíà÷åíèé arg(w), òî ϕ + ψ � îäíî
èç çíà÷åíèé arg(zw).

Ýòà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëåçíà ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è.
1.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà z è w ïîñòðîèìû, òî ïîñòðîèìû è ÷èñëà
(a) z + w è z − w,
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(b) zw è z/w, ãäå w 6= 0,
(c) √z.

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî îïðåäåëèòü è àëãåáðàè÷åñêè, èñõîäÿ
èç òîãî, ÷òî i2 = −1. Åñëè z = a + bi, w = u + vi, òî

z + w = (a + u) + (b + v)i,

zw = (au− bv) + (av + bu)i.

1.8. Äîêàæèòå, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ýêâèâàëåíòíî àëãåáðàè÷åñêîìó.

Èç ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òàêæå ëåãêî âûâå-
ñòè, ÷òî êîìïëåêñíûå êîðíè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè íåêîòîðîãî
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Ýòî äà¼ò ñëåäóþùèé ñïî-
ñîá äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèìîñòè ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà.

Íàéä¼ì âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x5− 1 = 0. Ïîñëå äåëåíèÿ íà x− 1, óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê
âîçâðàòíîìó óðàâíåíèþ x4 +x3 +x2 +x+1 = 0. Óðàâíåíèå ÷¼òíîé ñòåïåíè 2n íàçûâàåòñÿ
âîçâðàòíûì, åñëè êîýôôèöèåíòû ïðè x2n−i è ïðè xi ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ i = 0, 1 . . . , n.
Âîçâðàòíîå óðàâíåíèå ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ ñòåïåíè n, ïîäåëèâ åãî íà xn è ñäåëàâ
ïîäñòàíîâêó t = x + x−1. Ïðîäåëàâ ýòî â íàøåì ñëó÷àå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå t2 + t− 1 = 0.
Åãî êîðíè ñòðîÿòñÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé ïî çàäà÷å 1.7. Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè x, íóæíî
ïîñòðîèòü êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 − tx + 1 = 0, ÷òî ñíîâà âûïîëíèìî öèðêóëåì
è ëèíåéêîé.

2 Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé
Óòâåðæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà î ïîñòðîèìîñòè öèðêóëåì è ëèíåéêîé áûëè õîðîøî
èçâåñòíû óæå ìàòåìàòèêàì Äðåâíåé Ãðåöèè. Ñåé÷àñ ìû ïåðåïðûãíåì íà äâå òûñÿ÷è ëåò
âïåð¼ä, âî âðåìåíà Ãàóññà, è äîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûå ïîñòðîåíèÿ âûïîëíèòü öèðêóëåì è
ëèíåéêîé íåâîçìîæíî. Íàïðèìåð, íåëüçÿ ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé ñåìèóãîëüíèê. Äëÿ ýòîãî
ìû îò ãåîìåòðèè ïåðåéä¼ì ê àëãåáðå, è èçó÷èì òàêèå ïîíÿòèÿ êàê ðàñøèðåíèå ïîëÿ è
ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ.

Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 1.7 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîñòðîèìûõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ. Â
òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà âñåõ ðàöè-
îíàëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè. Îáîçíà÷èì ýòè ïîëÿ ÷åðåç Q è C
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäïîëåì ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïîëÿ K çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî ïîëÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ïîäïîëÿìè ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Êàê îïèñàòü ïîëå âñåõ ïîñòðîèìûõ ÷èñåë? Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ÷èñëà, íàïðèìåð,
äëÿ 3

√
2, êàê óçíàòü, ïîñòðîèìî îíî èëè íåò?

×òîáû îòâåòèòü íà ïåðâûé âîïðîñ, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäïîëÿ â ïîëå âñåõ ïîñòðîè-
ìûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç ÷èñåë, ïîñòðîåííûõ â ðåçóëüòàòå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà
äåéñòâèé 3. Â êà÷åñòâå áàçû ïðè ýòîì áåðóòñÿ âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Íàïðèìåð, êàêèå
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íîâûå (èððàöèîíàëüíûå) ÷èñëà ìîæíî ïîñòðîèòü îäíîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì äåéñòâèÿ 3,
èñïîëüçóÿ ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà êàê áàçó? Ïðè ýòîì äåéñòâèÿ 1 è 2 ðàçðåøåíû â ëþáîì
êîëè÷åñòâå.

2.1. (a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå áàçû âçÿòü âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî ïðèìå-
íÿÿ äåéñòâèå 3 îäèí ðàç, ìîæíî ïîñòðîèòü ëþáîå ÷èñëî âèäà p+

√
q, ãäå p è q ðàöèîíàëüíû,

ïðè÷¼ì q ≤ 0, è íè÷åãî áîëüøå.
(b) Íàéäèòå âñå ÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðèìåíÿÿ äåéñòâèå 3 îäèí ðàç, åñëè

â êà÷åñòâå áàçû âçÿòü âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.
Óêàçàíèå: ×òîáû íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. ×òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè èëè äâóõ
îêðóæíîñòåé, íóæíî ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.

Ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè îäíó íîâóþ (èððàöèîíàëüíóþ) òî÷êó, ñêàæåì,
α =

√
r, ãäå r ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ìû ìîæåì ïîñòðîèòü âñå òî÷êè âèäà p + qα, ãäå

p è q ðàöèîíàëüíû. Âñå òàêèå ÷èñëà òîæå îáðàçóþò ïîäïîëå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îíî
íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Q(α). Íàïðèìåð, áàçîé â çàäà÷å 2.1(b) áûëî êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå Q(i). Àíàëîãè÷íî
ìîæíî îïðåäåëèòü êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå K(α) ëþáîãî ïîäïîëÿ K ⊂ C. À èìåííî:
ïóñòü α ∈ C � ÷èñëî, òàêîå ÷òî α íå ëåæèò â K, à α2 ëåæèò. Òîãäà K(α) ñîñòîèò èç âñåõ
÷èñåë âèäà a + bα, òàêèõ ÷òî a è b ëåæàò â ïîëå K.

2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òî åñòü K(α) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.

2.3. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî α ïîñòðîèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóåò öåïî÷êà ïîëåé Q = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn, òàêàÿ ÷òî êàæäîå ïîëå Ki ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ïðåäûäóùåãî ïîëÿ Ki−1, è α ñîäåðæèòñÿ â Kn.

Ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ îïèñàííûì â çàäà÷å 2.3
ñïîñîáîì, íàçûâàþòñÿ ïîëèêâàäðàòè÷íûìè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïîñòðîèìîå ÷èñëî ñî-
äåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîëèêâàäðàòè÷íîì ðàñøèðåíèè.

Êîãäà ïîñòðîåíèå öèðêóëåì è ëèíåéêîé íåâûïîëíèìî. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí
ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì åñëè åãî íåëüçÿ ðàçëîæèòü
â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàïðè-
ìåð, êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå èìååò ðàöèî-
íàëüíûõ êîðíåé.

2.4. Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî êóáè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî α íåëüçÿ ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ
öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Óêàçàíèå: Ìîæíî ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ðàññìîòðèì ïîëèêâàäðàòè÷íîå ïîëå
K, ñîäåðæàùåå α, äëÿ êîòîðîãî äëèíà n öåïî÷êè Q = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn = K êâàä-
ðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíà (ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî α íå ëåæèò â
Kn−1). Òîãäà α = a + bβ, ãäå a, b è β2 ëåæàò â Kn−1, à β � íåò. Åñëè a + bβ � êîðåíü
êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà x3 + px2 + qx+ r ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî a− bβ �
êîðåíü ýòîãî æå ìíîãî÷ëåíà! Ïî òåîðåìå Âèåòà, òðåòèé êîðåíü ðàâåí p− 2a, òî åñòü
ëåæèò â Kn−1.
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Íèæå ìû äîêàæåì äðóãèìè ìåòîäàìè, ÷òî åñëè ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà
èìååò íå÷¼òíûé äåëèòåëü, òî íè îäèí èç åãî êîðíåé íåïîñòðîèì. Èíòåðåñíî, ìîæíî ëè
ïðèäóìàòü ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïîõîæåå íà äîêàçàòåëüñòâî â
ñëó÷àå êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Íàïðèìåð, äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 5, èëè ëþáîé äðóãîé
íå÷¼òíîé ñòåïåíè.

2.5. (a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð óãëà, äëÿ êîòîðîãî òðèñåêöèÿ íåâîçìîæíà.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ óäâîèòü åäèíè÷íûé êóá (òî åñòü ïîñòðîèòü ðåáðî êóáà, îáú¼ì

êîòîðîãî ðàâåí äâóì) ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè íåëüçÿ ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé ñåìè-

óãîëüíèê è ïðàâèëüíûé äåâÿòèóãîëüíèê.
Óêàçàíèå: Ñâåäèòå óðàâíåíèå x7 − 1 = 0 ê êóáè÷åñêîìó.

Äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëå Q(α) êàê ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñåë âèäà (p0+p1α

i1 + . . . pkα
ik)/(q0 +q1α

j1 + . . . qlα
jl), ãäå p0,. . . , pk, q0,. . . , ql � ðàöèîíàëü-

íûå, à i1,. . . , ik, j1,. . . , jl � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì çíàìåíàòåëü, êîíå÷íî, íå äîëæåí
áûòü ðàâåí íóëþ. Òàêîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïîëó-
÷åííûì ïðèñîåäèíåíèåì ÷èñëà α. Âàæíóþ ðîëü â âîïðîñàõ íåðàçðåøèìîñòè ïîñòðîåíèé
öèðêóëåì è ëèíåéêîé èãðàåò ïîíÿòèå ñòåïåíè òàêîãî ðàñøèðåíèÿ. Ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ
Q(α) � ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, òàêîå ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì â âèäå p0 +p1α+ . . .+pn−1α

n−1, ãäå p0, p1,. . . , pn−1 ðàöèîíàëüíû. Åñëè òàêîãî
÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì. Åñëè ñóùåñòâóåò, òî
ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.

Òå, êòî çíàêîì ñ ïîíÿòèÿìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, áàçèñà è ðàçìåðíîñòè, ìîãóò
ïðîâåðèòü, ÷òî ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Q(α) � ýòî åãî ðàçìåðíîñòü êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

2.6. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ëþáîãî êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ðàâíà äâóì.
(b) Íàéäèòå ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Q( 3

√
2).

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ðàñøèðåíèå Q(α) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè è òîëüêî åñëè α �
êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå, ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Q(α) ðàâíà ñòåïåíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
äëÿ α. Ìíîãî÷ëåí f ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíî-
ãî÷ëåíîì äëÿ α, åñëè α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f , íî íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íèêàêîãî
íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ìåíüøåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2.7. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è êîðíåì α. Äîêàæèòå,
÷òî f � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ α, åñëè è òîëüêî åñëè f íåïðèâîäèì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d ñ ðà-
öèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Q(α) ðàâíà d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ α ÷åðåç f . Äîêàæåì, ÷òî ëþ-
áîé ýëåìåíò ïîëÿ Q(α) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí îò α ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè è ñòåïåíè ìåíüøå, ÷åì d. Âî-ïåðâûõ, çíà÷åíèå â α ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíî
çíà÷åíèþ â α åãî îñòàòêà ïðè äåëåíèè íà f . Âî-âòîðûõ, ÷èñëî âèäà 1/g(α), ãäå g � ìíî-
ãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêîé ÷òî g(α) 6= 0, òîæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
ìíîãî÷ëåí îò α. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó f íåïðèâîäèì, òî g ëèáî äåëèòñÿ íà f , ëèáî
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âçàèìíî ïðîñò ñ f . Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà, íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû h1

è h2 òàêèå, ÷òî h1f + h2g = 1. Òîãäà h2(α)g(α) = 1, òî åñòü 1/g(α) = h2(α). Èç ýòèõ
äâóõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ÷èñëî âèäà h(α)/g(α), ãäå h è g � ìíîãî÷ëåíû ñ
ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, è g(α) 6= 0, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí îò α ñòåïåíè
ìåíüøå d ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåïåðü äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà β ∈ Q(α) äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü åãî ïðåäñòàâëåíèÿ
â âèäå β = p0 + p1α + . . . + pd−1α

d−1, ãäå p0, p1, . . . , pd−1 ðàöèîíàëüíû. Åñëè β = q0 +
q1α + . . . + qd−1α

d−1 � âòîðîå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, òî âçÿâ èõ ðàçíîñòü, ìû ïîëó÷èì 0 =
(p0− q0) + (p1− q1)α + . . . + (pd−1− qd−1)α

d−1. Òàê êàê α íå ìîæåò áûòü êîðíåì íåíóëåâîãî
ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ìåíüøå d, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî pi = qi.

Â îïðåäåëåíèè ñòåïåíè ìû èñïîëüçîâàëè ÷èñëî α ∈ Q(α). Íà ñàìîì äåëå, îïðåäåëåíèå
çàâèñèò òîëüêî îò ñàìîãî ïîëÿ K = Q(α), íî íå îò âûáîðà ÷èñëà α. Íà ÿçûêå ëèíåéíîé
àëãåáðû, ýòî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñå áàçèñû â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿò èç
îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ïîëåçíî óìåòü èñêëþ÷àòü íåèçâåñò-
íûå èç ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

2.8. Ïóñòü β � ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ Q(α). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî β ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå d ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Óêàçàíèå: Ïðåäñòàâèì êàæäóþ èç ñòåïåíåé β, β2,...,βd−1 êàê ñóììó ÷èñåë 1, α, α2,...,
αd−1, âçÿòûõ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷èì d − 1 óðàâíåíèé. Íàïðèìåð,
ïðè d = 2: {

β = p10 + p11α
β2 = p20 + p21α.

Ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àÿ α, α2,..., αd−1 èç ýòèõ óðàâíåíèé, ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë q1,q2,. . . ,qd−1, íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷èñëî q1β+q2β

2+
. . . + qd−1β

d−1 ðàöèîíàëüíî.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Q(α) = Q(β) (òàê áóäåò, íàïðèìåð, åñëè β = α − 1), òî ñòåïåíè
ðàñøèðåíèÿ K, èçìåðåííûå ñ ïîìîùüþ α è ñ ïîìîùüþ β, ñîâïàäàþò. Áîëåå òîãî, òî÷íî òàê
æå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè íàáîð ÷èñåë α1, α2,..., αk èç K îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáîé
ýëåìåíò ïîëÿ K çàïèñûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå p1α1 + p2α2 + . . . + pkαk, ãäå
p1, . . . , pk ðàöèîíàëüíû, òî îáÿçàòåëüíî k = d. Ïîýòîìó, ÷òîáû íàéòè ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ,
äîñòàòî÷íî íàéòè ëþáîé íàáîð ñ òàêèì ñâîéñòâîì è ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî â í¼ì ýëåìåíòîâ.
Ýòî è áóäåò ñòåïåíü.

Â îïðåäåëåíèè ïîíÿòèé ðàñøèðåíèÿ è åãî ñòåïåíè ìîæíî çàìåíèòü ïîëå ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë íà ïðîèçâîëüíîå ïîäïîëå K ⊂ C (ïðîñòî âåçäå âìåñòî ñëîâà �ðàöèîíàëüíûé�
íàïèøåì �ïðèíàäëåæàùèé ïîëþ K� ). Áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü ïîëÿ L = K(α), ðàññìàò-
ðèâàåìîãî êàê ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, ÷åðåç [L : K].

Â äàëüíåéøåì, åñëè ýòî íå îãîâàðèâàåòñÿ, ïîä ñòåïåíüþ ïîëÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñòåïåíü
ýòîãî ïîëÿ êàê ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

2.9. (a) Ïðîâåðèòü, ÷òî Q(
√

2) ñîäåðæèòñÿ â Q(
√

2+
√

3), è íàéòè [Q(
√

2+
√

3) : Q(
√

2)].
(b) Ïóñòü K = Q(

√
2). Íàéäèòå [K( 3

√
2) : Q].
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(ñ) Ïóñòü K = Q(α), L = Q(β) è ïðè ýòîì L ñîäåðæèò K. Äîêàæèòå, ÷òî

[L : Q] = [L : K] · [K : Q].

Óêàçàíèå: Îáîçíà÷èì [K : Q] ÷åðåç m, à [L : K] � ÷åðåç n. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé
ýëåìåíò ïîëÿ L ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ñóììû

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

pijα
iβj,

ãäå ÷èñëà pij ðàöèîíàëüíû.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëå K ñîäåðæèòñÿ â ïîëå L, òî ñòåïåíü [K : Q] äåëèò ñòåïåíü

[L : Q]. Ïîëó÷àåì òàêîå ñëåäñòâèå:
Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè d íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî α íåëüçÿ
ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Äåéñòâèòåëüíî, ñòåïåíü ëþáîãî ïîëèêâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ ðàâíà 2n. Åñëè α ëåæèò â
ïîëèêâàäðàòè÷íîì ïîëå L, òî ïîëå Q(a) ñîäåðæèòñÿ â L. Ïîýòîìó ÷èñëî d, êîòîðîå ðàâíî
ñòåïåíè ïîëÿ Q(α), äåëèò 2n.

Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè,
êîðíè êîòîðîãî íåëüçÿ ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Îäíàêî âåðíî ñëåäóþùåå:

Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2n

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè âñå îñòàëüíûå êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ëåæàò
â Q(α), òî α ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåò òåîðèþ Ãàëóà è òåîðèþ ãðóïï (ñì. [4]).

3 Êðóãîâûå ïîëÿ
Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ ìû âñëåä çà Ãàóññîì âûÿñíèì, êàêèå ïðàâèëüíûå ìíîãî-
óãîëüíèêè ïîñòðîèìû öèðêóëåì è ëèíåéêîé, à êàêèå íåò. Äëÿ ýòîãî ìû èçó÷èì óñòðîéñòâî
êðóãîâûõ ïîëåé.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî η íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ñòåïåíè n èç åäèíèöû, åñëè
ηn = 1, íî ηk 6= 1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k < n. Íàïðèìåð, èç êîðíåé 4-îé ñòåïåíè èç
åäèíèöû äâà (i è −i) � ïåðâîîáðàçíûå, à äâà (1 è −1) � íåò.

3.1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè ñòåïåíè n èç åäèíèöû ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ëþáîãî ïåð-
âîîáðàçíîãî êîðíÿ.

Ïóñòü η � íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû. Ðàñøèðåíèå Q(η)
íàçûâàåòñÿ êðóãîâûì ïîëåì, èëè ïîëåì äåëåíèÿ êðóãà. Ñâîéñòâà êðóãîâûõ ïîëåé òåñíî
ñâÿçàíû ñ ïîñòðîèìîñòüþ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, òàê êàê ïîñòðîèòü ïåðâîîáðàç-
íûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû è âñå åãî ñòåïåíè � ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî ïîäåëèòü äóãó
îêðóæíîñòè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé, òî åñòü ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.

3.2. Íàéäèòå ñòåïåíü êðóãîâîãî ïîëÿ Q(η), ãäå η ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç
åäèíèöû äëÿ

(a) n = 3,
(b) n = 4,
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(c) n = 5,
(d) n = 6,
×òîáû íàéòè ñòåïåíü êðóãîâîãî ïîëÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, äîñòàòî÷íî íàéòè ìèíè-

ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí Φn(x) äëÿ η, òî åñòü íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, êîðíåì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ η. Òàêîé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ êðóãîâûì. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1, ñòåïåíü ýòîãî ìíî-
ãî÷ëåíà è åñòü ñòåïåíü êðóãîâîãî ïîëÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí Φn(x) äåëèò ìíîãî÷ëåí
xn− 1, ïîýòîìó ìîæíî ïîïðîáîâàòü íàéòè Φn(x), ïîäåëèâ xn− 1 íà îñòàëüíûå íåïðèâîäè-
ìûå äåëèòåëè.

3.3. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè ÷èñëî d äåëèò ÷èñëî n, òî ìíîãî÷ëåí xd − 1 äåëèò ìíîãî÷ëåí
xn − 1.

Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî xn−1 äåëèòñÿ íà êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φd, åñëè
d � äåëèòåëü ÷èñëà n. Òàê êàê âñå êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû, òî xn − 1 äåëèòñÿ
è íà ïðîèçâåäåíèå òàêèõ êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî âñåì äåëèòåëÿì n. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äðóãèõ äåëèòåëåé ó xn − 1 íåò.

Ïðåäëîæåíèå 2. Êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φn(x) ðàâåí ìíîãî÷ëåíó

(xn − 1)∏
d|n,d6=n

Φd(x)
. (1)

Íàïðèìåð, ïðè n = 6:

Φ6(x) = (x6 − 1)/[Φ3(x)Φ2(x)Φ1(x)] = (x6 − 1)/[(x2 + x + 1)(x + 1)(x− 1)] = x2 − x + 1

×òîáû äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 2, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí (1) íåïðèâîäèì. Ìû ýòî
ñäåëàåì â ñëó÷àå, êîãäà n = pk ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, è ïðåäëîæåíèåì 2
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà.
Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà: Åñëè f(x) = xn + a1x

n−1 + . . . + an � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè, òàêîé ÷òî a1,. . . ,an äåëÿòñÿ íà p, íî ñâîáîäíûé ÷ëåí an íå äåëèòñÿ íà
p2, òî f íåïðèâîäèì.

3.4. Äîêàæèòå êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà.
Óêàçàíèå: Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè f(x) = g(x)h(x) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ g è h

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ g è h, êðîìå ñòàðøèõ,
òîæå äåëÿòñÿ íà p. Äàëåå äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f â ïðîèçâå-
äåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî ñâåñòè ê ðàçëîæåíèþ â
ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïóñòü ñíà÷àëà n = p. Òîãäà íóæíî äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà

xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + . . . + 1.

×òîáû ïðèìåíèòü êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà, ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó y = x− 1. Ïîëó÷èì:

xp − 1

x− 1
=

(y + 1)p − 1

y
= yp−1 + pyp−2 +

p(p− 1)

2!
yp−3 + . . . + p.
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Êîýôôèöèåíò ïðè yi èìååò âèä p!
(i+1)!(p−i−1)!

äëÿ i = 0, . . . , p− 1, òî åñòü äåëèòñÿ íà p äëÿ
âñåõ i = 0, . . ., p− 2.

3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò è â ñëó÷àå n = pk.

Òåïåðü íåñëîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà Φn è ôóíêöèåé Ýéëåðà.
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ ñîïîñòàâëÿåò íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë d,
òàêèõ ÷òî d < n è d âçàèìíî ïðîñòî ñ n.

3.6. (a)Äîêàæèòå, ÷òî êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Φn ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè âñå ïåðâîîáðàçíûå
êîðíè ñòåïåíè n èç åäèíèöû.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü Φn(x) ðàâíà ϕ(n).
(c) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(pk) = pk−1(p− 1), åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè k > 1 ïðàâèëüíûé pk-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü, åñëè

è òîëüêî åñëè p = 2. ×òîáû ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è
ëèíåéêîé íåîáõîäèìî, ÷òîáû p−1 ÿâëÿëîñü ñòåïåíüþ äâîéêè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî óñëîâèå
îäíîâðåìåííî è äîñòàòî÷íîå, òî åñòü ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì
è ëèíåéêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = 2k + 1. Òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ
÷èñëàìè Ôåðìà. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíûé îòâåò òàêîé.

Ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé åñëè è òîëüêî åñëè
n = 2mp1p2 . . . pk, ãäå p1, p2,..., pk � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà, à m �
ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.

3.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî 2k +1 ïðîñòîå, òî k îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü ñòåïåíüþ
äâîéêè.

Ïåðèîäû ñ øàãîì 2. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî Ôåðìà, òî
ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Ýòî áûëî âïåðâûå äîêà-
çàíî Ãàóññîì [1]. Â ïåðåâîäå íà àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê, íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü öåïî÷êó
ðàñøèðåíèé Q = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kk = Q(η), òàêóþ ÷òî [Ki : Ki−1] = 2 äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , k. Çäåñü è â äàëüíåéøåì, η � íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè p èç
åäèíèöû.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ K1 íàì íóæíî íàéòè â ïîëå Q(η) êâàäðàòè÷íóþ
èððàöèîíàëüíîñòü. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà ìû íàéä¼ì òàêóþ êâàäðàòè÷íóþ
èððàöèîíàëüíîñòü â ñëó÷àå, êîãäà p � ïðîèçâîëüíîå íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ìû äîêàæåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Êðóãîâîå ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ñòå-
ïåíè p èç åäèíèöû, ñîäåðæèò ëèáî √p, ëèáî √−p.

Ìû ïðèìåíèì ìåòîä, êîòîðûé ïðèäóìàë Ãàóññ.
Ñíà÷àëà ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå p = 5 (ìåòîä ïîõîæ íà àëãåáðà-

è÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà). Ðàññìîòðèì ÷èñëà x1 = η + η4

è x2 = η2 + η3. Äîêàæåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì èõ ñóììó

x1 + x2 = η + η2 + η3 + η4,
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è ïðîèçâåäåíèå

x1x2 = (η + η4)(η2 + η3) = η3 + η4 + η6 + η7 = η + η2 + η3 + η4.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî η5 = 1, òàê ÷òî η6 = η è η7 = η2. Îñòàëîñü âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåì, ÷òî

1 + η + η2 + . . . + ηn−1 =
ηn − 1

η − 1

ïî ôîðìóëå äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîýòîìó, åñëè η � êîðåíü ñòåïåíè n
èç åäèíèöû, òî η + η2 + . . . ηn−1 = −1. Ïîëó÷àåì, ÷òî x1 + x2 = x1x2 = −1, òî åñòü x1 è x2

� êîðíè óðàâíåíèÿ
x2 + x− 1 = 0.

Ïîýòîìó x1,2 = −1±√5
2

, è ±√5 = x1 − x2 ∈ Q(η).
Êàê îáîáùèòü ýòî ðàññóæäåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî p? Äëÿ íà÷àëà ïîé-

ì¼ì, ïî÷åìó ðàçáèåíèå êîðíåé íà äâå ãðóïïû {η, η4} è {η2, η3} îêàçàëîñü óäà÷íûì. ×åì,
íàïðèìåð, õóæå ðàçáèåíèå íà {η1, η3} è {η2, η4}? Òåì, ÷òî îíî çàâèñèò îò âûáîðà ïåðâî-
îáðàçíîãî êîðíÿ η, è ðàçðóøàåòñÿ ïðè âûáîðå äðóãîãî êîðíÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âìåñòî
η ïîäñòàâèòü, íàïðèìåð, ε = η2, òî ïåðâîå (óäà÷íîå) ðàçáèåíèå âûæèâàåò (ãðóïïû {η, η4}
è {η2, η3} ïðîñòî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè), à âòîðîå ðàçáèåíèå ïåðåõîäèò â ñîâñåì äðóãîå ðàç-
áèåíèå íà {η2 = ε, η = ε3} è {η4 = ε2, η3 = ε4}. Òåì ñàìûì, ðàçáèåíèå óäà÷íî, åñëè îíî
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáîì âûáîðå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ (òî åñòü ãðóïïû, èç êîòîðûõ ñîñòîèò
ðàçáèåíèå, èëè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, èëè ñîõðàíÿþòñÿ). Òåïåðü ìû ïîïûòàåìñÿ íàéòè òàêîå
ðàçáèåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p.

Ïóñòü ìû ðàçáèëè êîðíè η, η2,. . . , ηp−1 íà äâå ðàâíûå ãðóïïû {ηi1 , . . . , ηi(p−1)/2} è
{ηj1 , . . . , ηj(p−1)/2}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî η ëþáîãî äðóãîãî êîð-
íÿ ε = ηk, íå ðàâíîãî åäèíèöå, ýòè ãðóïïû ïåðåéäóò â ãðóïïû {ηki1 , . . . , ηki(p−1/2)} è
{ηkj1 , . . . , ηkj(p−1)/2}. Ïîíÿòíî, ÷òî âìåñòî ïîêàçàòåëåé i1, . . . , i(p−1)/2 ìîæíî âçÿòü òîëüêî
èõ îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p (òàê êàê ηp = 1), òî åñòü âû÷åòû ïî ìîäóëþ p. Òàêèì îá-
ðàçîì, íàì íóæíî ðàçáèòü âû÷åòû ïî ìîäóëþ p íà äâå ãðóïïû, êîòîðûå ïðè óìíîæåíèè
íà ëþáîé íåíóëåâîé âû÷åò k èëè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, èëè ñîõðàíÿþòñÿ. Äëÿ ýòîãî íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò èç òåîðèè ÷èñåë.

Ôàêò. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q < p, ÷òî âñå
÷èñëà 1, q, q2,..., qp−1 èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p (òåì ñàìûì
êàæäûé íåíóëåâîé îñòàòîê âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ýòèõ ÷èñåë ðîâíî îäèí ðàç). Òàêîå ÷èñëî q
íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p.

Ýòîò ôàêò áûë çàìå÷åí è äîêàçàí Ýéëåðîì. Äâà äîêàçàòåëüñòâà ïðèäóìàë Ãàóññ (ñì.
[1], Ðàçäåë III, èëè ëþáîé ó÷åáíèê ïî ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë).

3.8. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûé âû÷åò ïî ìîäóëþ
(a) 5, (b) 7, (c) 13, (d) 17.

Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçáèåíèå âû÷åòîâ íà ñòåïåíè {1, q2, . . . , qp−3} ñ ÷¼òíûìè ïî-
êàçàòåëÿìè è íà ñòåïåíè {q, q3, . . . , qp−2} ñ íå÷¼òíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óìíî-
æåíèè íà ëþáîé íåíóëåâîé âû÷åò k. Â ñàìîì äåëå, åñëè k = ql, òî kqi = qi+l, è óìíîæåíèå
íà k ïðîñòî ñäâèãàåò ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé íà l. Ïîýòîìó, åñëè l ÷¼òíî, òî ÷¼òíûå ïîêàçà-
òåëè ïåðåõîäÿò â ÷¼òíûå, à íå÷¼òíûå â íå÷¼òíûå, à åñëè l íå÷¼òíî, òî ÷¼òíûå ñòàíîâÿòñÿ
íå÷¼òíûìè, è íàîáîðîò.
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Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3. Ïóñòü r � ïðîèçâîëüíûé îñòàòîê ïî ìîäóëþ
p. Íàçîâ¼ì ïåðèîäîì (2, r) ñóììó

η(rq2) + η(rq4) + . . . + η(rqp−1).

Ñóììà ñîäåðæèò p−1
2

÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, ïðè p = 5 ýòî óæå çíàêîìûå íàì âûðàæåíèÿ:
ïåðèîä (2, 0) = 2, ïåðèîä (2, 1) = η + η4, à ïåðèîä (2, 2) = η2 + η3.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ïåðèîäîâ.
(1) Ïåðèîä (2, r) äëÿ ëþáîãî r 6= 0 ñîâïàäàåò ëèáî ñ ïåðèîäîì (2, 1) (åñëè r ðàâíî q

â ÷¼òíîé ñòåïåíè), ëèáî ñ ïåðèîäîì (2, q) (åñëè r ðàâíî q â íå÷¼òíîé ñòåïåíè). Ïåðèîä
(2, 0) = p−1

2
.

(2) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïåðèîäîâ (2, r1) è (2, r2) ðàâíî ñóììå ïåðèîäîâ

(2, r1 + r2) + (2, r1 + q2r2) + (2, r1 + q4r2) + . . . + (2, r1 + qp−1r2).

Ýòî ïðîùå âñåãî ïðîâåðèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òàêîé êàðòèíêîé. Âîçüì¼ì ïðàâèëüíûé
(p − 1)-óãîëüíèê ñ ïîñëåäîâàòåëüíî çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè è ïîìåñòèì êàæäûé
êîðåíü ηqi â åãî i-òóþ âåðøèíó (çàìåòèì, ÷òî ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëîæåíèþ êîðíåé
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè). Òîãäà êîðíè, âõîäÿùèå â ïåðèîä (2, ri), ëåæàò â âåðøèíàõ
ïðàâèëüíîãî p−1

2
-óãîëüíèêà.

Ðèñ. 2: p = 7, q = 3.

Òåïåðü, åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè (2, r1) · (2, r2), òî ïîëó÷èì (p−1)2

4
÷ëåíîâ

âèäà ηr1qi+r2qj , ãäå i è j ïðîáåãàþò âñå ÷¼òíûå ÷èñëà îò 2 äî p−1. Èõ ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü
â (p− 1)/2 ãðóïï èç (p− 1)/2 ÷ëåíà â êàæäîé, îáúåäèíÿÿ â îäíó ãðóïïó ïðîèçâåäåíèÿ òåõ
êîðíåé ηr1qi è ηr2qj , äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè îäíî è
òî æå (èíûìè ñëîâàìè, ðàçíîñòü (i− j), ðàññìàòðèâàåìàÿ ïî ìîäóëþ (p− 1), ïîñòîÿííà).
Òîãäà ñóììà êîðíåé â êàæäîé òàêîé ãðóïïå äàñò ïåðèîä (2, r1 + qi−jr2).

Èç ñâîéñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî åñëè r1 è r2 óìíîæèòü íà îäíî è òî æå ÷èñëî r, òî

(2, rr1) · (2, rr2) = (2, r(r1 + r2)) + (2, r(r1 + q2r2)) + (2, r(r1 + q4r2)) + . . . + (2, r(r1 + qp−1r2))
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Çàìåòèì, ÷òî óæå èç ñâîéñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî F2 âñåõ ÷èñåë âèäà p1(2, 1) +
p2(2, q), ãäå p1 è p2 ðàöèîíàëüíû, îáðàçóåò êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë... Ìû æå õîòèì òåïåðü äîêàçàòü, ÷òî ýòî ðàñøèðåíèå ñîâïàäàåò ñ Q(

√±p). Äëÿ ýòîãî
ìû íàéä¼ì ñóììó è ïðîèçâåäåíèå ïåðèîäîâ (2, 1) è (2, q), è òåì ñàìûì ïî òåîðåìå Âèåòà
íàéä¼ì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî îíè ÿâëÿþòñÿ.

(3) Â ïðîèçâåäåíèè

(2, 1) · (2, q) = (2, 1 + q) + (2, 1 + q3) + . . . + (2, 1 + qp−2)

÷èñëî ïåðèîäîâ (2, 1) â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî ÷èñëó ïåðèîäîâ (2, q).
Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðàçáèâ âû÷åòû (1 + q), (1 + q3),...,(1 + qp−2) íà ïàðû {(1 +

q), (1+q−1)}, {(1+q3), (1+q−3)} è ò.ä. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì, ÷òî qp−1 = 1, òàê ÷òî q−1 = qp−2

q−3 = qp−4 è ò.ä. Ïðè ýòîì, åñëè p−1
2

íå÷¼òíî, òî îäèí âû÷åò, à èìåííî (1+q(p−1)/2), îñòàíåòñÿ
áåç ïàðû. Íî ýòîò âû÷åò ðàâåí íóëþ, òàê êàê q(p−1)/2 = −1.

3.9. Äîêàæèòå, ÷òî q(p−1)/2 = −1.

À êàæäàÿ íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ïåðèîäîâ {(2, q1), (2, q−1)}, {(2, 1 + q3), (2, 1 + q−3)} è
ò.ä., êàê ëåãêî âèäåòü, ñîâïàäàåò ñ ïàðîé {(2, 1), (2, q)}. Íàïðèìåð, åñëè (2, 1+q−1) = (2, 1),
òî (2, 1 + q) = (2, q(1 + q−1)) = (2, q), è íàîáîðîò.

Ãàóññ äîêàçûâàë ýòî èíà÷å (åãî äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïîõîæå íà îñíîâíûå ðàññóæäåíèÿ
â òåîðèè Ãàëóà). Îí çàìåòèë, ÷òî ïî ñâîéñòâó (2)

(2, 1) · (2, q) = A(2, 1) + B(2, q) + C(2, 0),

ãäå A, B è C � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì

(2, 1 · q) · (2, q · q) = A(2, 1 · q) + B(2, q · q) + C(2, 0) = A(2, q) + B(2, 1) + C(2, 0),

à òàê êàê ëåâûå ÷àñòè îáîèõ ðàâåíñòâ ñîâïàäàþò, òî îòñþäà ìîæíî âûâåñòè, ÷òî A = B.
Â ñàìîì äåëå, âû÷èòàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî ìû ïîëó÷èì, ÷òî

(A−B)(2, 1) + (B − A)(2, q) = 0.

3.10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè s(2, 1) + t(2, q) = 0, ãäå s è t ðàöèîíàëüíû, òî s = t = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî âû÷åò r íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì, åñëè r ≡ x2 (mod p) äëÿ
íåêîòîðîãî âû÷åòà x. Åñëè òàêîãî x íå ñóùåñòâóåò, òî r íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû-
÷åòîì. Ïðîâåðüòå, ÷òî q2,. . . , qp−1 � êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû, à q, q3,..., qp−2 � íåâû÷åòû.
Äîêàçûâàÿ ñâîéñòâî (3), ìû ïîïóòíî ïîëó÷èëè èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò èç òåîðèè ÷èñåë.

Åñëè r � ëþáîé êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, à r1, r2,..., r(p−1)/2 � âñå êâàäðàòè÷íûå íåâû÷å-
òû, òî ñðåäè ÷èñåë r+r1, r+r2,..., r+r(p−1)/2 íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî è íåâû÷åòîâ.

Òåïåðü íåñëîæíî íàéòè ïðîèçâåäåíèå (2, 1) · (2, q). Èç ñâîéñòâà 2 ñëåäóåò, ÷òî

(2, 1) · (2, q) = A(2, 1) + B(2, q) + C,

ãäå A, B è C � öåëûå ÷èñëà, â ñóììå äàþùèå p−1
2
. Èç ñâîéñòâà 3 ñëåäóåò, ÷òî A = B. Ïðè

ýòîì C ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî íóëþ èëè åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê âû÷åòû 1+q,
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1 + q3, . . . , 1 + qp−2 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî òîëüêî îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ.
Ïîñêîëüêó p−1

2
−C = 2A � ÷¼òíîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì, ÷òî C = 1, åñëè p−1

2
íå÷¼òíî, è C = 0,

åñëè p−1
2

÷¼òíî. Ïîïóòíî ìû äîêàçàëè òàêîé ðåçóëüòàò.
×èñëî −1 � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (p− 1)/2

÷¼òíî.
Òåïåðü íàõîäèì A, è ïîëó÷àåì, ÷òî

(2, 1) · (2, q) =

{
1−p
4

, åñëè p = 4k + 1
1+p
4

, åñëè p = 4k + 3.

(4) Ñóììà ïåðèîäîâ (2, 1) + (2, q) ðàâíà −1.
Äîêàçûâàåòñÿ ýòî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå p = 5.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîäû (2, 1) è (2, q) � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:
{

x2 − x− p−1
4

= 0, åñëè p = 4k + 1
x2 − x + p+1

4
= 0, åñëè p = 4k + 3,

òî åñòü (2, 1) è (2, q) ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè
1± i(p−1)/2√p

2
.

Ïðàâäà, ìû íå âûÿñíèëè êàêîé èç êîðíåé óðàâíåíèÿ êàêîìó ïåðèîäó ðàâåí (îá ýòîì åù¼
áóäåò ñêàçàíî ÷óòü äàëüøå). Íî â ëþáîì ñëó÷àå, êâàäðàò ðàçíîñòè ïåðèîäîâ ((2, 1)−(2, q))2

ðàâåí (−1)(p−1)/2p, ïîýòîìó ïîëå Q(η) ñîäåðæèò √p, åñëè p = 4k + 1, èëè √−p, åñëè p =
4k + 3.

Ðàçíîñòü ïåðèîäîâ G(p) = ((2, 1) − (2, q)) íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé ñóììîé. Äðóãîå å¼
îïðåäåëåíèå (óæå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî, íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòîãî n) òàêîå:

G(n) =
n−1∑
i=0

η(i2),

ãäå η � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû.
3.11. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî n, ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Ãàóññîâû ñóììû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ÷èñåë. Íàïðèìåð, ìû äîêàçàëè, ÷òî
G(p) = ±i(p−1)/2√p, íî òî÷íîå îïðåäåëåíèå çíàêà � ñîâñåì íå ïðîñòàÿ ïðîáëåìà (ïîïðî-
áóéòå íàä íåé ïîäóìàòü!). Ãàóññó ïîñëå ìíîãîëåòíèõ ðàçìûøëåíèé óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
çíàê ïîëîæèòåëåí, è ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî êâàäðàòè÷íîãî çà-
êîíà âçàèìíîñòè. Î÷åíü ïîíÿòíîå èçëîæåíèå ýòîãî çàêîíà ñ äîêàçàòåëüñòâîì (ïðàâäà,
äðóãèì) äàíî â [2].

4 Ïåðèîäû ñ ïðîèçâîëüíûì øàãîì
Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, a d � ïðîèçâîëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà p−1. Òàê æå êàê è â ñëó÷àå
d = 2, ìîæíî ïî äåëèòåëþ d ïîñòðîèòü ïåðèîäû (d, r) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü r �
ïðîèçâîëüíûé îñòàòîê ïî ìîäóëþ p. Íàçîâ¼ì ïåðèîäîì (d, r) ñóììó

η(rqd) + η(rq2d) + . . . + η(rqp−1).
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×èñëî d íàçîâ¼ì øàãîì ïåðèîäà (d, r), à âû÷åò r � áàçîé. Ñóììà ñîäåðæèò f = p−1
d

÷ëå-
íîâ. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ êàðòèíêîé, àíàëîãè÷íîé ðèñóíêó 2, òî ïåðèîä (d, r) ïðè r 6= 0
åñòü ñóììà âñåõ êîðíåé, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî f -óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ïðà-
âèëüíûé (p − 1)-óãîëüíèê. Âñåãî ìîæíî âïèñàòü d ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõ f -óãîëüíèêîâ.
Ïîëó÷àåì d ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ (d, 1), (d, q),..., (d, qd−1). Òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå d = 2,
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïåðèîäû (d, 1), (d, q),..., (d, qd−1) ñîäåðæàòñÿ â ðàñøèðåíèè ñòåïåíè d
ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ïåðèîäîâ (d, r1) è (d, r2) ðàâíî ñóììå ïåðèîäîâ
ñ òåì æå øàãîì:

(d, r1) · (d, r2) = (d, r1 + r2) + (d, r1 + qdr2) + (d, r1 + q2dr2) + . . . + (d, r1 + q(f−1)dr2). (2)

4.1. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðüòå òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâî (2) îñòàíåòñÿ âåðíûì,
åñëè áàçó âî âñåõ ó÷àñòâóþùèõ â í¼ì ïåðèîäàõ óìíîæèòü íà ïðîèçâîëüíûé âû÷åò r.

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà ïåðèîäîâ ñ øàãîì d òîæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà
ïåðèîäîâ (d, 1), (d, q), . . . , (d, qd−1) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî
÷èñåë âèäà p1(d, 1) + p2(d, q) + . . . + pd(d, qd−1), ãäå p1, p2, . . . , pd ðàöèîíàëüíû, ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì. Îáîçíà÷èì ýòî ïîëå ÷åðåç Fd.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòåïåíü [Fd : Q] ýòîãî ïîëÿ êàê ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ðàâíà d. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò Fd åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ êàê
ñóììà ïåðèîäîâ (d, 1),..., (d, qd−1) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èíà÷å ìû ïîëó÷èëè
áû, ÷òî p1(d, 1)+ p2(d, q)+ . . .+ pd(d, qd−1) = 0 äëÿ íåêîòîðûõ íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íó-
ëþ ðàöèîíàëüíûõ p1, p2, . . . , pd, à ýòî îçíà÷àåò (åñëè ðàñïèñàòü êàæäûé ïåðèîä êàê ñóììó
ñòåïåíåé êîðíÿ η), ÷òî η � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè p − 1 ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì
÷ëåíîì. Ïîäåëèâ ìíîãî÷ëåí g(x) íà x, ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè p− 2, êîðíåì êîòîðî-
ãî îïÿòü ÿâëÿåòñÿ η. Íî ìû çíàåì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ η � ýòî êðóãîâîé
ìíîãî÷ëåí xp−1 + xp−2 + . . . + 1 = 0, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà p− 1 > p− 2. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, à d � äåëèòåëü ÷èñëà p − 1. Êðóãîâîå
ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ñòåïåíè p èç åäèíèöû, ñîäåðæèò
ïîäïîëå ñòåïåíè d.

4.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè F � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò d ïåðåìåííûõ, òî ïðè
ïîäñòàíîâêå â F ïåðèîäîâ (d, 1), (d, q),. . . ,(d, qd−1) ïîëó÷èòñÿ öåëîå ÷èñëî. Áîëåå òî÷íî,

F ((d, 1), (d, q), . . . , (d, qd−1)) = A((d, 1) + (d, q) + . . . + (d, qd−1)) + Bf = −A + Bf,

ãäå A è B � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ìåòîäîì Ãàóññà, êîòîðûé ìû îáñóæäàëè â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå äëÿ d = 2 è çàäà÷åé 4.1.

Èç çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîäû (d, 1), (d, q),...,(d, qd−1) � êîðíè óðàâíåíèÿ ñòåïåíè d
ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìîæíî òàêæå íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ (òàê æå, êàê ìû ýòî ñäåëàëè â ñëó÷àå d = 2) è â ñëó÷àå d = 3.
Ýòî òîæå ñäåëàë Ãàóññ. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ òåñíî ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâàìè
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ïðîñòîãî ÷èñëà p. Íàïðèìåð, êàê ìû âèäåëè, ïðè d = 2 îòâåò çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè
−1 ïîëíûì êâàäðàòîì ïî ìîäóëþ p.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè d′ � äðóãîé äåëèòåëü ÷èñëà p − 1, è ïðè ýòîì d′ äåëèò d, òî Fd′

ñîäåðæèò Fd. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè d = d′ · f , òî (d′, r) = (d, r) + (d, rqf ) + . . . +
(d, rqf(d′−1)).

Ïîñòðîèìîñòü ïðàâèëüíûõ p-óãîëüíèêîâ. Ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî p-
óãîëüíèêà â ñëó÷àå êîãäà p = 2k + 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ôåðìà. Âûøå ìû óáåäèëèñü, ÷òî
â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïîëÿ K1 â öåïî÷êå K0 = Q ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kk = Q(η) ìîæíî âçÿòü
êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå Q(i

p−1
2
√

p). Ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìû íàøëè K1, ãîäèòñÿ
äëÿ íàõîæäåíèÿ è âñåõ îñòàëüíûõ ïîëåé. Äëÿ êàæäîãî i îò 1 äî k pàññìîòðèì ïîëå F2i ,
ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âñåõ ïåðèîäîâ âèäà (2i, r).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå Ki âçÿòü ðàñøèðåíèå F2i , òî ïîëå Ki áóäåò êâàäðàòè÷íûì
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Ki−1. Ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç çàäà÷è 2.9(c), ïî êîòîðîé [Ki : Ki−1] · [Ki−1 :
Q] = [Ki : Q], è òîãî, ÷òî [F2i : Q] = 2i. Îäíàêî ìîæíî ýòî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåí-
íî, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì êîíêðåòíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ, à íå òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî åãî
ñóùåñòâîâàíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü (òàê æå, êàê ìû ýòî ïðîäåëàëè ïðè i = 1),
÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ïåðèîäîâ (2i, 1) è (2i, q2i−1

) ëåæàò â Ki−1. Ìû ýòî ñäåëàåì íà
ïðèìåðå ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà.

Ïðèìåð (p = 17). Ïîñòðîèì öèðêóëåì è ëèíåéêîé ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê. Äëÿ
ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéä¼ì ïåðèîäû (2, 1), (4, 1), (8, 1) è (16, 1) = η. Â êà÷åñòâå ïåðâî-
îáðàçíîãî êîðíÿ η âîçüì¼ì êîðåíü cos 2π

17
+ i sin 2π

17
.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî 3 � ïåðâîîáðàçíûé âû÷åò ïî ìîäóëþ 17. Äåéñòâèòåëüíî, â
ñëåäóþùåé òàáëèöå (ãäå â i-òîì ñòîëáöå çàïèñàíû ïîêàçàòåëü i è îñòàòîê ÷èñëà 3i ïðè
äåëåíèè íà 17) âñòðå÷àþòñÿ âñå îñòàòêè îò 1 äî 16.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 1

Ýòà òàáëèöà ïðèãîäèòñÿ íàì â âû÷èñëåíèÿõ.
Ïåðèîäû (2, 1) è (2, 3) � êîðíè óðàâíåíèÿ x2+x−4 = 0 (ñì. âû÷èñëåíèå èç ïðåäûäóùåãî

ðàçäåëà). Ïðè ýòîì, ëåãêî ïðîâåðèòü, ãëÿäÿ íà ðèñóíîê 3, ÷òî (2, 1) > (2, 3), ïîýòîìó

(2, 1) =
−1 +

√
17

2
; (2, 3) =

−1−√17

2
,

à íå íàîáîðîò. Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíû âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè 17-îé ñòåïåíè èç åäè-
íèöû òàê, êàê îíè ðàñïîëîæåíû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Íàéä¼ì óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäû (4, 1) è (4, 32). Ïîíÿòíî, ÷òî

(4, 1) + (4, 32) = (2, 1).

Ïî ôîðìóëå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðèîäîâ,

(4, 1) · (4, 32) = (4, 1 + 32) + (4, 1 + 36) + (4, 1 + 310) + (4, 1 + 314).
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Ðèñ. 3: Êîðåíü ñ íîìåðîì i ðàâåí η3i .

Ïðè ýòîì ïåðèîäû â ïðàâîé ÷àñòè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû {(4, 1 + 32), (4, 1 + 3−2)} è {(4, 1 +
36), (4, 1 + 3−6)}, òàê ÷òî ñóììà ïåðèîäîâ â êàæäîé ïàðå ðàâíà ïåðèîäó ñ øàãîì 2. Òàêèì
îáðàçîì,

(4, 1) · (4, 32) = (2, 1 + 32) + (2, 1 + 36).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé, ïîëó÷àåì

(2, 1 + 32) = (2, 10) = (2, 33) = (2, 3); (2, 1 + 36) = (2, 16) = (2, 38) = (2, 1).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
(4, 1) · (4, 32) = (2, 1) + (2, 3) = −1,

è ïåðèîäû (4, 1) è (4, 32) � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − (2, 1)x − 1 = 0. Òî÷íî òàê æå ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïåðèîäû (4, 3) è (4, 32) � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − (2, 3)− 1 = 0.

Äëÿ ïåðèîäîâ (8, 1) è (8, 34) ïîëó÷àåì, ÷òî

(8, 1) + (8, 34) = (4, 1)

(8, 1) · (8, 34) = (8, 1 + 34) + (8, 1 + 312) = (4, 1 + 34) = (4, 14) = (4, 39) = (4, 3),

ïîýòîìó îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ x2 − (4, 1)x + (4, 3) = 0. Íàêîíåö, ïåðâîîáðàçíûå
êîðíè 17-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû η = (16, 1) è η−1 = (16, 38) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
x2 − (8, 1) + 1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè η, íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü 5
êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì íàäî êàæäûé ðàç îïðåäåëÿòü, êàêîé èç êîðíåé óðàâíåíèÿ
êàêîìó ïåðèîäó ðàâåí, íî ýòî â äàííîì ñëó÷àå íåñëîæíî (íóæíî îïÿòü âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðèñóíêîì 3).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà äëÿ êðóãîâûõ ïîëåé. Òåïåðü óæå âèäíî, ÷òî òåìè
æå ìåòîäàìè ìîæíî äîêàçàòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå
÷èñëî. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Fd ìû îáîçíà÷èëè ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âñåõ
ïåðèîäîâ ñ øàãîì d. Òîãäà ëþáîìó ðàçëîæåíèþ íà ìíîæèòåëè ÷èñëà (p − 1) = d1d2 . . . dk

ìîæíî ñîïîñòàâèòü öåïî÷êó ðàñøèðåíèé Q ⊂ Fd1 ⊂ Fd1d2 ⊂ . . . ⊂ Fp−1 = Q(η). Ïðè ýòîì
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ñòåïåíü i-òîãî ðàñøèðåíèÿ íàä ïðåäûäóùèì áóäåò ðàâíà di. ×òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ýòè
ñòåïåíè (è òåì ñàìûì óïðîñòèòü íàõîæäåíèå η), ðàçóìíî âçÿòü ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå
äåëèòåëè.

Òåîðåìà 1. (Ãàóññ [1]) Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðà-
âèëüíûé p-óãîëüíèê, äîñòàòî÷íî óìåòü ñòðîèòü òîëüêî êîðíè òåõ óðàâíåíèé, ñòåïåíè
êîòîðûõ ðàâíû ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà p− 1.

Ýòà òåîðåìà çàêëþ÷àåò â ñåáå òåîðèþ Ãàëóà äëÿ êðóãîâîãî ïîëÿ, ïîëó÷åííîãî ïðè-
ñîåäèíåíèåì ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ñòåïåíè p èç åäèíèöû, è áûëà äîêàçàíà Ãàóññîì (åé
ïîñâÿùåíà ñåäüìàÿ ÷àñòü åãî �Àðèôìåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé� [1]) çà 30 ëåò äî ñîçäàíèÿ
îáùåé òåîðèè Ãàëóà. Âûøå ìû ïîâòîðèëè ïóòü, êîòîðûé ïðîäåëàë Ãàóññ äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ýòîé òåîðåìû. Ãàëóà âíèìàòåëüíî èçó÷èë ðàáîòó Ãàóññà è ïîíÿë, ÷òî îñíîâíîé ïðèí-
öèï, ñòîÿùèé çà ðàññóæäåíèÿìè Ãàóññà, ðàáîòàåò äëÿ íå òîëüêî äëÿ êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà,
íî è äëÿ ãîðàçäî áîëåå îáùåãî êëàññà ìíîãî÷ëåíîâ. Íèæå ìû ðàçáåð¼ì ýòîò ïðèíöèï íà
ïðèìåðå êðóãîâûõ ïîëåé è ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ñëåäóþùèé ïî ïðîñòîòå ñëó÷àé ïîñëå ïðîñòûõ ÷èñåë Ôåðìà � ýòî ïðîñòûå ÷èñëà âèäà
p = 2k3l + 1. Â ýòîì ñëó÷àå, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê, äîñòàòî÷íî óìåòü
ñòðîèòü êîðíè âñåõ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åñëè ê öèðêóëþ è ëèíåéêå äîáàâèòü ïðèáîð,
ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü êîðíè êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ óæå ïîñòðî-
åíû, òî ìîæíî áóäåò ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûå p-óãîëüíèêè äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p = 2k3l + 1.
Íàïðèìåð, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûå 7-óãîëüíèê, 13-óãîëüíèê(ñì. ïðèìåð â êîíöå ýòî-
ãî ðàçäåëà) è 19-óãîëüíèê.

Ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ äðóãèõ èíñòðóìåíòîâ. Ñåé÷àñ ìû îáñóäèì ïîñòðîåíèÿ ñ
ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ ïðèñïîñîáëåíèé. Âñå óòâåðæäåíèÿ áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû â
âèäå çàäà÷, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ äîâîëüíî ñëîæíûå. Ðåøåíèÿ ÷àñòè çàäà÷ ìîæíî íàéòè
â [3] è [5].

Ìàòåìàòèêè Äðåâíåé Ãðåöèè ïðèäóìàëè ìíîæåñòâî èíñòðóìåíòîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæíî ïðîâîäèòü òðèñåêöèþ óãëà, óäâîåíèå êóáà è ðàçíûå äðóãèå ïîñòðîåíèÿ, íåâûïîëíè-
ìûå öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Èíîãäà âìåñòî äîïîëíèòåëüíûõ èíñòðóìåíòîâ èñïîëüçîâàëàñü
ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé ïîìèìî áàçû ïîñòðîåíèÿ áûëà íàðèñîâàíà âñïîìîãàòåëüíàÿ êðèâàÿ.

4.3*. Íàçîâ¼ì ïàðàáîëüíîé ïëîñêîñòüþ ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé íàðèñîâàíà ïàðàáîëà.
Äîêàæèòå, ÷òî íà ïàðàáîëüíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè:

(a) îñü ñèììåòðèè ïàðàáîëû;
Óêàçàíèå: Ñíà÷àëà äîêàæèòå, ÷òî åñëè îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó â ÷åòûð¼õ

òî÷êàõ, òî öåíòð òÿæåñòè ýòèõ òî÷åê ëåæèò íà îñè ïàðàáîëû.
(b) ïðàâèëüíûé ñåìèóãîëüíèê;
(c) ïðàâèëüíûé äåâÿòèóãîëüíèê.
(d) Îïèøèòå âñå ïðàâèëüíûå n-óãîëüíèêè, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü íà ïàðàáîëüíîé

ïëîñêîñòè.
(e) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé óãîë íà ïàðàáîëüíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïîäåëèòü íà òðè ðàâ-

íûå ÷àñòè.
(f) Äîêàæèòå, ÷òî íà ïàðàáîëüíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü êîðåíü ëþáîãî êóáè÷å-

ñêîãî ìíîãî÷ëåíà, åñëè åãî êîýôôèöèåíòû óæå ïîñòðîåíû.
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4.4.* Âîçüì¼ì ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé íàðèñîâàíà îäíà åäèíñòâåííàÿ îêðóæíîñòü è
îòìå÷åí òàêæå öåíòð îêðóæíîñòè.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî íà òàêîé ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ îäíîé òîëüêî ëèíåéêè ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ëþáóþ òî÷êó, ïîñòðîèìóþ öèðêóëåì è ëèíåéêîé.

(b) Îñòàíåòñÿ ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà (a) âåðíûì, åñëè öåíòð îêðóæíîñòè íå îòìå÷åí?

Ñïèñîê âîçìîæíûõ ïîñòðîåíèé ñèëüíî ðàñøèðèòñÿ, åñëè âìåñòî îáû÷íîé ëèíåéêè ìîæ-
íî âçÿòü ëèíåéêó ñ äâóìÿ äåëåíèÿìè. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó äåëåíèÿìè ðàâíî åäèíèöå. Ëèíåéêà ñ äâóìÿ äåëåíèÿìè, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé
ëèíåéêè, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü òàêæå ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè óæå ïî-
ñòðîåíû äâå ïðÿìûõ, ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü èëè äâå îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç l1 è
l2. Ïóñòü òàêæå çàäàíà òî÷êà P . Òîãäà ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè ñ äâóìÿ äåëåíèÿìè ìîæíî ïðî-
âåñòè ÷åðåç òî÷êó P ïðÿìóþ l, òàê ÷òîáû êðèâûå l1 è l2 âûñåêàëè íà l îòðåçîê åäèíè÷íîé
äëèíû. Îäíàêî, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ëèíåéêîé ñ äâóìÿ äåëåíèÿìè ïîëüçîâàòüñÿ
ñëîæíî: íóæíî ñëåäèòü, ÷òîáû îäíî äåëåíèå ñêîëüçèëî ïî êðèâîé l1, âòîðîå � ïî êðèâîé
l2, ïîêà ëèíåéêà íå ïðîéä¼ò ÷åðåç òî÷êó P .

4.5.* Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè ñ äâóìÿ äåëåíèÿìè è öèðêóëÿ, ìîæíî ðàçäå-
ëèòü ëþáîé óãîë íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.

Òàêàÿ òðèñåêöèÿ óãëà áûëà ïðîâåäåíà Àðõèìåäîì.
Ïðèìåð (p = 13). Ïîñòðîèì íà ïàðàáîëüíîé ïëîñêîñòè ïðàâèëüíûé 13-óãîëüíèê ñ

ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.
Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ 13.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1

Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî íàéä¼ì ïåðèîäû (3, 1), (6, 1) è (12, 1) = η. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ, êîðíÿìè êîòîðîãî áóäóò (3, 1), (3, 2) è (3, 4). Âî-ïåðâûõ,

(3, 1) + (3, 2) + (3, 4) = −1

Âî-âòîðûõ, ïî çàäà÷å 4.1

(3, 1) · (3, 2) + (3, 2) · (3, 4) + (3, 1) · (3, 4) = A(3, 1) + B(3, 2) + C(3, 4) + D(3, 0), (3)

ãäå A, B, C è D � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Èç çàäà÷è 4.2 ñëåäóåò, ÷òî A = B = C.
Ñëåäóþùèå ïîÿñíåíèÿ ïðåäíàçíà÷àþòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ÷èòàòåëþ, åù¼ íå ðåøèâøåìó
çàäà÷ó 4.2. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) íå èçìåíèòñÿ, åñëè áàçó âî âñåõ ïåðèîäàõ óìíîæèòü
íà 2. Ïîýòîìó è ïðàâàÿ ÷àñòü íå èçìåíèòñÿ, íî ïðè ýòîì (3,1) ïåðåõîäèò â (3, 2), (3, 2) � â
(3, 4), à (3, 4) � â (3, 1)). Ïîëó÷àåì, ÷òî A(3, 1)+B(3, 2)+C(3, 4) = C(3, 1)+A(3, 2)+B(3, 4).
Îòñþäà óæå ëåãêî âûâåñòè, ÷òî A = B = C.

Êðîìå òîãî, A + B + C + D = 12, ïîñêîëüêó êàæäîå èç ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ðàâíî
ñóììå ÷åòûð¼õ ïåðèîäîâ ñ øàãîì 3. Ïîêàæåì, ÷òî D = 0. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ëþáîé ïåðèîä
â ïðàâîé ÷àñòè èìååò âèä (3, 2i + 2j), ãäå i è j èìåþò ðàçíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî 2i + 2j ≡ 0 (mod 13) îçíà÷àåò, ÷òî 2i−j ≡ −1 (mod 13), òî åñòü
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i − j ñðàâíèìî ñ 6 ïî ìîäóëþ 12, è òåì ñàìûì äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî 3A = 12, òî åñòü A = 4.

Â-òðåòüèõ, èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé,

(3, 1) · (3, 2) · (3, 4) = A[(3, 1) + (3, 2) + (3, 4)] + B(3, 0),

ãäå 3A + B = 42, a B ðàâíî ÷èñëó òàêèõ ïàð (i, j), ãäå 0 ≤ i, j < 4, äëÿ êîòîðûõ 1 + 21+3i +
22+3i ≡ 0 (mod 13). Ïåðåáîðîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêàÿ ïàðà âñåãî îäíà, îòêóäà B = 1,
A = 5, à

(3, 1) · (3, 2) · (3, 4) = 5 · (−1) + 1 · 4 = −1.

Òàêèì îáðàçîì, (3, 1), (3, 2) è (3, 4) � êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

x3 + x2 − 4x + 1 = 0.

Ïî çàäà÷å 4.3, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü åãî êîðíè.
Çàìåòèì, ÷òî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî p âèäà 3k + 1 êîýôôèöèåíòû ïðè x2 è x â

óðàâíåíèè íà ïåðèîäû (3, 1), (3, q) è (3, q2) íàõîäÿòñÿ òåì æå ñïîñîáîì. Îíè ðàâíû 1 è −k,
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ìîæío è ñâîáîäíûé ÷ëåí (ñì. [1]), ïðè ýòîì îòâåò ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà 4p â âèäå ñóììû x2 + 27y2, ãäå x è y öåëûå. Ìû ýòî ñäåëàåì â êîíöå
ñëåäóþùåãî ðàçäåëà, íåìíîãî èíà÷å, ÷åì Ãàóññ.

4.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè N � ñâîáîäíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè íà ïåðèîäû (3, 1), (3, q) è
(3, q2), òî 27N − 1 äåëèòñÿ íà p.

Òåïåðü íàéä¼ì óðàâíåíèå íà ïåðèîäû (6, 1) è (6, 23). Ïîñêîëüêó,

(6, 1) + (6, 23) = (3, 1),

(6, 1) · (6, 23) = (6, 1 + 23) + (6, 1 + 29) = (3, 1 + 23) = (3, 4),

ïåðèîäû áóäóò êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 − (3, 1)x + (3, 4) = 0.
Íàêîíåö, êîðíè η = (12, 1) è η−1 = (12, 26) óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

x2 − (6, 1) + 1 = 0.

5 Òåîðèÿ Ãàëóà
Òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ èäåþ, ñòîÿùóþ çà ðàññóæäåíèÿìè Ãàóññà äëÿ êðóãî-
âîãî ïîëÿ, è ïîêàæåì, êàê ýòà æå èäåÿ ðàáîòàåò â ñëó÷àå ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ êóáè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà.

Êðóãîâîå ïîëå. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ìû ðàññìàòðèâàåì êðóãîâîå ïîëå
K = Q(η), ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âñåõ êîðíåé ñòåïåíè p èç åäèíèöû. Íàøè ïðå-
äûäóùèå êîíñòðóêöèè çàâèñåëè îò âûáîðà ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ, íî ìû ñòàðàëèñü ýòó çà-
âèñèìîñòü ñâåñòè ê ìèíèìóìó (íàïðèìåð, êîãäà ðàçáèâàëè êîðíè íà äâå ãðóïïû). Ñåé÷àñ
ìû ñôîðìóëèðóåì ýòó æå ñòðàòåãèþ áîëåå ñòðîãî. Ïóñòü η è ζ = ηi � äâà ïåðâîîáðàçíûõ
êîðíÿ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå gi ïîëÿ K â ñåáÿ: äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà r0 +r1η+ . . .+ηr−1,
ãäå r0, r1,..., rp−1 ðàöèîíàëüíû, ïîëîæèì

gi(r0 + r1η + . . . + rp−1η
p−1) = r0 + r1ζ + . . . + rp−1ζ

p−1.
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Âìåñòî η ìû âñþäó íàïèñàëè ζ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå gi âçàèìíî-îäíîçíà÷íî,
è ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x è y èç K

gi(x + y) = gi(x) + gi(y),

gi(xy) = gi(x)gi(y).

Âñÿêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèÿ ïîëÿ â ñåáÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ.

5.1. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ó ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü òîëüêî òðèâèàëüíûé àâòîìîð-
ôèçì (òî åñòü àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé êàæäûé ýëåìåíò â ñåáÿ).

(b) Äîêàæèòå, ÷òî àâòîìîðôèçì ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îñòàâ-
ëÿåò âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà íà ìåñòå.

5.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì êðóãîâîãî ïîëÿ K = Q(η) ñîâïàäàåò ñ gi äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî i âçàèìíî ïðîñòîãî ñ p, è ÷òî gi ñîâïàäàåò ñ gj åñëè è òîëüêî åñëè i ñðàâ-
íèìî ñ j ïî ìîäóëþ p. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âñåãî p− 1 ðàçëè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî àâòîìîðôèçìà ïîëÿ îáðàòíîå îòîáðàæåíèå òîæå áó-
äåò àâòîìîðôèçìîì, è ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ àâòîìîðôèçìîâ � àâòîìîðôèçì. Ýòè ñâîéñòâà
îçíà÷àþò, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû ïîëÿ îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçè-
öèè. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãàëóà ïîëÿ.

5.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k−1 òàêîé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, äëÿ êîòîðîãî kk−1 = 1(modp).
Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå êðóãîâîãî ïîëÿ â ñåáÿ, îáðàòíîå ê gk, ñîâïàäàåò ñ gk−1 , è ÷òî
êîìïîçèöèÿ àâòîìîðôèçìîâ gi è gj ðàâíà gij.

Òåì ñàìûì ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðóãîâîãî ïîëÿ (îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç Gal(K) â ÷åñòü
Ãàëóà) ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé (Z/pZ)∗ íåíóëåâûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
p. Êîìïîçèöèè àâòîìîðôèçìîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ òîæå öèêëè÷åñêàÿ: åñëè i = qk äëÿ íåêîòîðîãî ïåðâîîáðàçíîãî âû÷åòà q,
òî gi = (gq)

k. Åñëè ïðîíóìåðîâàòü êîðíè èç åäèíèöû âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ p òàê, ÷òîáû
i-òûé êîðåíü áûë ðàâåí ηqi , òî àâòîìîðôèçì gq áóäåò ïðîñòî ñäâèãàòü íóìåðàöèþ íà îäèí
âïåð¼ä.

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè Ãàëóà èãðàåò ïîíÿòèå èíâàðèàíòîâ àâòîìîðôèçìà. Ýëåìåíò
ïîëÿ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì àâòîìîðôèçìà, åñëè ýòîò àâòîìîðôèçì ïåðåâîäèò ýëåìåíò
â ñåáÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòîâ ôèêñèðîâàííîãî àâòîìîðôèçìà îá-
ðàçóåò ïîäïîëå. Äëÿ àâòîìîðôèçìà g ïîëÿ K = Q(η) îáîçíà÷èì ïîäïîëå åãî èíâàðèàíòîâ
÷åðåç Kg.

5.4. (a) Äîêàæèòå, ÷òî èíâàðèàíòàìè àâòîìîðôèçìà gq ÿâëÿþòñÿ âñå ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà è íè÷åãî áîëüøå.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè i = q2, òî Kgi ñîâïàäàåò ñ ïîäïîëåì F2 ⊂ K, ïîëó÷åííûì
ïðèñîåäèíåíèåì ïåðèîäîâ âèäà (2, r).

(c) Ïóñòü d � äåëèòåëü ÷èñëà p− 1, è i = qd. Äîêàæèòå, ÷òî Kgi ñîâïàäàåò ñ ïîäïîëåì
Fd ⊂ K, ïîëó÷åííûì ïðèñîåäèíåíèåì ïåðèîäîâ âèäà (d, r).

(d) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ÷èñëà d′ äîêàæèòå, ÷òî åñëè i = qd′ , òî Kgi ñîâïàäàåò ñ
ïîäïîëåì Fd ⊂ K, ãäå d = ÍÎÄ(d′, p− 1).

Èç ïóíêòà (a) íåìåäëåííî ñëåäóåò î÷åíü ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïåðèîäû
(d, 1),. . . ,(d, qd−1) � êîðíè íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îò (d, 1),. . . ,(d, qd−1) �
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èíâàðèàíòû àâòîìîðôèçìà gq. Ïîýòîìó, îíè ðàöèîíàëüíû. Ïðàâäà, òàêîå äîêàçàòåëüñòâî
íå äà¼ò íèêàêèõ êîíêðåòíîé ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ, âðîäå òîé, êîòîðóþ
ìû âûâåëè ïðè d = 2 âñëåä çà Ãàóññîì.

Îáðàòíî, äëÿ êàæäîãî ïîäïîëÿ Fd ⊂ K ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîð-
ôèçìîâ, êîòîðûå îñòàâëÿþò íà ìåñòå âñå ýëåìåíòû ïîäïîëÿ Fd. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïó â ãðóïïå Ãàëóà, òî åñòü îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèé êîìïîçèöèè è äåëåíèÿ.

5.5. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé àâòîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé ïîëå Fd ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
àâòîìîðôèçìà gqd , òî åñòü èìååò âèä gqkd , ãäå k = 1, . . . , p−1

d
.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, îñòàâëÿþùèõ íà ìåñòå âñå ýëåìåíòû ïîëÿ Fd,
ñîñòîèò èç p−1

d
ýëåìåíòîâ. Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà äëÿ êðóãîâûõ ïîëåé(ñì. òåîðåìó

1 èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà) òåïåðü ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà òàê.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîäïîëÿìè ïîëÿ K
è ïîäãðóïïàìè åãî ãðóïïû Ãàëóà, óñòðîåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Êàæäîìó ïîäïîëþ ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ, ïåðåâîäÿùèõ â
ñåáÿ êàæäûé ýëåìåíò ïîäïîëÿ.

(2) Êàæäîé ïîäãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò ïîäïîëå èç òåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ K, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïîäãðóïïû.

(3) Ñòåïåíü [K : F ] ïîëÿ K íàä ïîäïîëåì F ðàâíà ÷èñëó ýëåìåíòîâ â ïîäãðóïïå,
ñîîòâåòñòâóþùåé F .

Íàïðèìåð, ñàìîìó ïîëþ K ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïà {1} ⊂ Gal(K) èç îäíîãî ýëåìåíòà.
Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì âèäå òåîðåìà óæå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà è äëÿ äðóãèõ ïîëåé.
Êëàññ ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ ýòà òåîðåìà âåðíà, ñîñòîèò èç ïîëåé Ãàëóà. Ïîëå Ãàëóà � ýòî
ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âñåõ êîðíåé êàêîãî-ëèáî
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îíî íàçûâàåòñÿ òàêæå
ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Âñå ïîäïîëÿ êðóãîâîãî ïîëÿ òîæå ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè
Ãàëóà, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ýòî ñîâñåì íå òàê. Òî åñòü ïîëå Ãàëóà ìîæåò ñîäåðæàòü
ïîäïîëÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîëÿìè Ãàëóà (â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû ýòî óâèäèì). Íàëè÷èå
òàêèõ ïëîõèõ ïîäïîëåé â ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ÷àñòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîðíè
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íå âûðàæàþòñÿ â ðàäèêàëàõ.

Ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó, íå èñïîëüçóÿ ñïåöèôèêè êðóãîâîãî ïîëÿ, òàê ÷òî äîêàçàòåëü-
ñòâî áóäåò ðàáîòàòü äëÿ âñåõ ïîëåé Ãàëóà. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Òåîðåìà çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ öåïî÷åê ðàñøèðåíèé
Q ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn = K ñ çàäàííûìè ñòåïåíÿìè. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü öåïî÷êó ïîäãðóïï
Gal(K) ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gn = {1} ñ çàäàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â êàæäîé ïîäãðóïïå. Ò.å.
âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñêàòü ïîäïîëå ñòåïåíè d â ïîëå èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, íóæ-
íî âñåãî ëèøü íàéòè ïîäãðóïïó èç p−1

d
ýëåìåíòîâ â ãðóïïå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî ïîñòðîèìîñòè ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà öèðêóëåì è ëèíåéêîé
ïðîâîäèòñÿ â îäíó ñòðî÷êó. Öåïî÷êå ïîäãðóïï

(Z/17Z)∗ = {qi : 1 ≤ i ≤ 16} ⊃ {q2i : 1 ≤ i ≤ 8} ⊃ {q4i : 1 ≤ i ≤ 4} ⊃ {q8i : i = 1, 2} ⊃ {1}

ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êà ïîäïîëåé, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò ñòåïåíü 2 íàä ïðåäûäóùèì.
Ïðàâäà, òàêîå äîêàçàòåëüñòâî îïÿòü æå íå äà¼ò íèêàêîãî êîíêðåòíîãî ðåöåïòà ïîñòðîåíèÿ.
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Ïîëå ðàçëîæåíèÿ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïóñòü òåïåðü ïîëå K � ýòî ïîëå ðàçëî-
æåíèÿ íåïðèâîäèìîãî êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = x3 + px2 + qx + r ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, òî åñòü ïîëå, ïîëó÷åííîå èç Q ïðèñîåäèíåíèåì âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
f . Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîëå, â êîòîðîì f ðàñêëàäûâàåòñÿ íà
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Â îòëè÷èå îò êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà, ó f íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò êîðåíü, ÷åðåç ñòå-
ïåíè êîòîðîãî ìîæíî âûðàçèòü îñòàëüíûå êîðíè. Íàïðèìåð, ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà
f(x) = x3−2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðèñîåäèíåíèåì 3

√
2 è ïåðâîîáðàçíîãî êóáè÷åñêîãî êîð-

íÿ ω èç åäèíèöû. Ïîýòîìó åãî ñòåïåíü ðàâíà øåñòè, â òî âðåìÿ êàê ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ,
ïîëó÷åííîãî ïðèñîåäèíåíèåì ëþáîãî èç òð¼õ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f ðàâíà 3. Êñòàòè, îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ïîäïîëå Q( 3

√
2) ⊂ K ñàìî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Ãàëóà. Â îáùåì ñëó÷àå, âåðíî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ íåïðèâîäèìîãî êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà ëèáî òð¼ì,

ëèáî øåñòè.
Ñåé÷àñ ìû ýòî äîêàæåì. Ïóñòü α � ëþáîé èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f . Òîãäà K ñîäåðæèò

ïîëå Q(α), èìåþùåå ñòåïåíü 3. Ïîýòîìó ñòåïåíü K äåëèòñÿ íà 3. Åñëè ïðè ýòîì K = Q(α),
òî ýòî çíà÷èò, ÷òî îñòàëüíûe äâà êîðíÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå p0 + p1α + p2α

2, ãäå p0, p1

è p2 � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü òåïåðü K 6= Q(α). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàä ïîëåì Q(α)
ìíîãî÷ëåí f ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà x−α è íåïðèâîäèìîãî
íàä Q(α) êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îñòàëüíûå äâà êîðíÿ
ìíîãî÷ëåíà f . Ïîýòîìó K � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q(α), òî åñòü [K : Q(α)]=2.
Îòñþäà [K : Q] = 6.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, êîãäà [K : Q]=3. Ïóñòü η � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñåäüìîé ñòåïåíè
èç åäèíèöû, à x1 = η + η−1, x2 = η2 + η−2 è x3 = η3 + η−3 � ïåðèîäû ñ øàãîì 3. Êàê
ëåãêî ïðîâåðèòü, ïåðèîäû � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = x3 +x2−2x−1 (êîòîðûé âîçíèêàåò
ïðè ïîïûòêàõ ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé ñåìèóãîëüíèê). Ïîýòîìó ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíà f ðàâíà òð¼ì.

Îñòà¼òñÿ âîïðîñ: êàê ïî êîýôôèöèåíòàì ìíîãî÷ëåíà f ïîíÿòü, êàêîé èç äâóõ ñëó÷àåâ
èìååò ìåñòî? Íà ýòîò âîïðîñ ìû îòâåòèì ÷óòü ïîçæå, à ïîêà íàéä¼ì ãðóïïó Ãàëóà ïîëÿ
K. Ïóñòü x1, x2 è x3 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f .

5.6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì ïîëÿ K ïåðåâîäèò êîðíè ìíîãî÷ëåíà f äðóã â
äðóãà.

5.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ àâòîìîðôèçìîâ g è h âåðíî, ÷òî g(xi) = h(xi) ïðè âñåõ
i = 1, 2, 3, òî g = h.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû Ãàëóà Gal(K) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåì,
êàê îí ïåðåñòàâëÿåò êîðíè ìíîãî÷ëåíà f . Ïåðåñòàíîâîê òð¼õ ýëåìåíòîâ âñåãî 6, è îíè
îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè. Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S3.
Ïåðåñòàíîâêè èç S3 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàê. Ïóñòü {i, j, k} = {1, 2, 3}. Òîãäà e � òîæäå-
ñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà, (i j) � ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè xi è xj (òàêèõ ïåðåñòà-
íîâîê òðè, è îíè íàçûâàþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè), (i j k) � ïåðåñòàíîâêà, ïåðåâîäÿùàÿ xi â
xj, xj â xk è xk â xj (òàêèõ ïåðåñòàíîâîê äâå, è îíè íàçûâàþòñÿ öèêëàìè äëèíû 3).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà Gal(K) � ïîäãðóïïà ãðóïïû S3. Ïîñìîòðèì, êàêèå ïîä-
ãðóïïû áûâàþò ó ãðóïïû S3. Âî-ïåðâûõ, åñòü òðè ïîäãðóïïû èç äâóõ ýëåìåíòîâ: {e, (1 2)},
{e, (2 3)} è {e, (1 3)}. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó êîìïîçèöèÿ òðàíñïîçèöèè (i j) ñ ñàìîé
ñîáîé ðàâíà òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêå, âñå ýòè ìíîæåñòâà çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî óìíî-
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æåíèÿ è äåëåíèÿ. Âî-âòîðûõ, åñòü îäíà ïîäãðóïïà èç òð¼õ ýëåìåíòîâ {e, (1 2 3), (1 3 2)}.
Îáîçíà÷èì ýòó ïîäãðóïïó ÷åðåç A3.

5.8. Ïðîâåðüòå, ÷òî (1 2 3)2 = (1 3 2) è (1 2 3)3 = e.
Â-òðåòüèõ, åñòü î÷åâèäíûå ïîäãðóïïû S3 è {e}.
5.9. (a) Ïóñòü s1 è s2 � äâå ðàçëè÷íûå òðàíñïîçèöèè èç S3. Ïðîâåðüòå, ÷òî ëþáàÿ

ïåðåñòàíîâêà èç S3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ íåñêîëüêèõ òðàíñïîçèöèé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ëèáî ñ s1, ëèáî ñ s2.

(b) Äîêàæèòå òî æå ñàìîå â ñëó÷àå, åñëè s1 � òðàíñïîçèöèÿ, à s2 � öèêë äëèíû 3.
Èç ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî äðóãèõ ïîäãðóïï â S3 íåò.
Ïðèìåð: Ïóñòü f(x) = x3 − 2. Íàéä¼ì ãðóïïó Ãàëóà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f .

Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì
ãðóïïû Ãàëóà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x1 = 3

√
2, x2 = 3

√
2ω è x3 = 3

√
2ω2. Òîãäà àâòîìîðôèçì

s1, ïåðåâîäÿùèé 3
√

2 â ñåáÿ, à ω � â ω2, îñòàâëÿåò x1 íà ìåñòå, à x2 è x3 ìåíÿåò ìåñòàìè.
Àâòîìîðôèçì s2, ïåðåâîäÿùèé 3

√
2 â 3

√
2ω, à ω � â ω2, ìåíÿåò ìåñòàìè x1 è x2. Äåéñòâè-

òåëüíî, s2(x2) = s2(
3
√

2ω) = s2(
3
√

2), s2(ω) = 3
√

2ω3 = x1. Òåì ñàìûì ãðóïïà Ãàëóà ñîäåðæèò
äâå ðàçëè÷íûõ òðàíñïîçèöèè è ñîâïàäàåò ñ S3 ïî çàäà÷å 5.9.

5.10. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f , òàêîãî ÷òî
ñòåïåíü åãî ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ðàâíà øåñòè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñòåïåíü ïîëÿ K ðàâíà øåñòè, òî åãî ãðóïïà Ãàëóà ñîâïàäàåò S3.
Òåïåðü íàéä¼ì ãðóïïó Ãàëóà â ñëó÷àå, êîãäà ñòåïåíü ïîëÿ K ðàâíà 3. Â ýòîì ñëó÷àå

ãðóïïà Ãàëóà ñîñòîèò èç òð¼õ ýëåìåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, êîðåíü x1 ìîæåò ïåðåéòè ëèáî
â ñåáÿ, ëèáî â x2, ëèáî â x3. Çàäàíèå îáðàçà x1 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçì íà
îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ ïîëÿ (òàê-êàê ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ K ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå p0 +
p1x1 + p2x

2
1, ãäå p0, p1 è p2 � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà). Åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà â S3 èç òð¼õ

ýëåìåíòîâ � ïîäãðóïïà A3. Ïîýòîìó åñëè ñòåïåíü ïîëÿ K ðàâíà òð¼ì, òî åãî ãðóïïà Ãàëóà
ñîâïàäàåò ñ A3.

Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Ãàëóà ðîâíî ñòîëüêî, êàêîâà ñòåïåíü
ïîëÿ K. Ýòî âåðíî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé Ãàëóà.

Ïóñòü ñòåïåíü ïîëÿ K ðàâíà øåñòè. Èñïîëüçóåì ãðóïïó Ãàëóà, ÷òîáû íàéòè êâàäðà-
òè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùååñÿ â K. Îñíîâíàÿ èäåÿ òà æå,
÷òî è â ñëó÷àå êðóãîâîãî ïîëÿ: ïîñòðîèòü öåïî÷êó ðàñøèðåíèé Q ⊂ K1 ⊂ K, ïî öå-
ïî÷êå ïîäãðóïï {e} ⊂ A3 ⊂ S3 ãðóïïû Ãàëóà. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì èíâàðèàíòû ãðóïïû
A3. Ïîñêîëüêó âñå íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû A3 öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿþò êîðíè x1,
x2, x3, òî îíè öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿþò è ðàçíîñòè x1 − x2, x2 − x3, x3 − x1 (â îòëè÷èå
îò ýëåìåíòà (1 2), êîòîðûé ìåíÿåò çíàê ó ðàçíîñòè x1 − x2). Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå
D(f) = (x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîäãðóïïû A3.

5.11. Äîêàæèòå, ÷òî−D(f)2 ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò p, q è
r, è íàéäèòå åãî êîýôôèöèåíòû. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì ìíîãî÷ëåíà
f .

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî D(f)2 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äâà êîðíÿ
ìíîãî÷ëåíà f ñîâïàäàþò. Ïóñòü ñîâïàäàþùèå êîðíè ðàâíû a, a îñòàâøèéñÿ êîðåíü ðàâåí
b. Ïîëó÷àåì ïàðàìåòðèçàöèþ êîýôôèöèåíòîâ p = 2a + b, q = a(a + 2b) è r = a2b. Îòñþäà
ìîæíî íàéòè ïîëèíîìèàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó p, q è r. Åãî ïðîùå âñåãî íàéòè ïðè
p = 0, ÷åãî ìîæíî äîáèòüñÿ çàìåíîé y = x + p

3
, òàê êàê ïðè òàêîé çàìåíå çíà÷åíèå

äèñêðèìèíàíòà íå èçìåíèòñÿ.
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Îòñþäà ìû ñðàçó ïîëó÷àåì îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ: êàê íàéòè ñòåïåíü
ïîëÿ K ïî åãî êîýôôèöèåíòàì? Íóæíî âû÷èñëèòü D(f)2. Åñëè èç ïîëó÷åííîãî ðàöèî-
íàëüíîãî ÷èñëà íåëüçÿ èçâëå÷ü ðàöèîíàëüíûé êâàäðàòíûé êîðåíü, òî [K : Q] = 6, à åñëè
ìîæíî, òî [K : Q] = 3. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå K ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íîå ïîä-
ïîëå Q(D(f)), ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ÷èñëà D(f), ïîýòîìó ñòåïåíü ïîëÿ K äîëæíà
áûòü ÷¼òíîé. Âî âòîðîì ñëó÷àå (êîãäà D(f) ðàöèîíàëüíî) ðàçíîñòü êîðíåé x2 − x3 ëåæèò
â Q(x1), òàê êàê

x3 − x2 =
D(f)

(x1 − x2)(x1 − x3)
,

(x1 − x2)(x1 − x3) = x2
1 − (x2 + x3)x + x2x3 = x2

1 + (p + x1)x1 +
r

x1

.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé Âèåòà: x1 + x2 + x3 = −p è x1x2x3 = r. Ïîñêîëüêó
ñóììà êîðíåé x2 + x3 = −p− x1 òîæå ëåæèò â Q(x1), òî è ñàìè êîðíè òàì ëåæàò.

Óðàâíåíèå íà ïåðèîäû ñ øàãîì 3. Çàêîí÷èì âûâîä ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ íà ïåðèîäû ñ øàãîì 3, êîòîðóþ ìû íà÷àëè âûâîäèòü â êîíöå ðàçäåëà 4. Ïóñòü
p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 3k + 1. Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî óðàâíåíèå íà ïåðèîäû èìååò âèä:

x3 − x2 + kx + N. (∗)
Íàì îñòàëîñü íàéòè ñâîáîäíûé ÷ëåí N . Ïðè ýòîì ìû çíàåì, ÷òî N � öåëîå ÷èñëî, è,
êðîìå òîãî, 27N − 1 äåëèòñÿ íà p (ñì. çàäà÷ó 4.6). Òàê êàê ïîëå ðàçëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ
(∗) ñîâïàäàåò ñ F3, òî åãî ñòåïåíü ðàâíà 3. Ïîýòîìó äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì êâàäðàòîì.

5.12. Äîêàæèòå, ÷òî äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (∗) ðàâåí
1

27
(4p3 − (3p + 27N − 1)2).

Ïîñêîëüêó äèñêðèìèíàíò � öåëîå ÷èñëî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 4p3 − (3p − 1)2 äåëèòñÿ
íà 27, ÷òî âïðî÷åì ëåãêî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

27M2 = 4p3 − (3p + 27N − 1)2

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà M . Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó 27N−1 äåëèòñÿ íà p, òî è M äåëèòñÿ
íà p, ïîýòîìó ìîæíî âñ¼ óðàâíåíèå ïîäåëèòü íà p2. Îáîçíà÷èì 3 + (27N − 1)/p ÷åðåç x0,
à M/p ÷åðåç y0. Òîãäà x0 è y0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

4p = x2 + 27y2. (∗∗)
Â ÷àñòíîñòè, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p âèäà 3k + 1 óðàâíåíèå (**)
ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ!

5.13. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå (∗∗) íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçíûõ ðåøåíèé â íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ.

Óêàçàíèå: Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè (s, t) è (s′, t′) � äâà ðåøåíèÿ, òî (st′ + s′t)(st′ − s′t) =
4p(t′2− t2). Òîãäà ëèáî (st′+s′t), ëèáî (st′−s′t) äåëèòñÿ íà p. Ïðè ýòîì îáà ÷èñëà ìåíüøå
p. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, äîêàçàâ òàêèå ðàâåíñòâà:

(ss′ ± 27tt′)2 + 27(st′ ∓ s′t)2 = 16p2.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç (s, t) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∗∗) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Òîãäà x0 = ±s,
ïðè÷¼ì çíàê îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî èç òîãî, ÷òî p(x0 − 3) + 1 = 27N äåëèòñÿ íà 27.
Íàïðèìåð, ïðè p = 7 èìååì s = t = 1, îòêóäà x0 = −1 è N = −1.
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