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Зацепления, двулистные разветвленные накрытия и косы 

О. Я. Виро (Ленинград) 
§ 1. Введение 

1.1. Ф о р м у л и р о в к а о с н о в н ы х р е з у л ь т а т о в . Основными 
результатами настоящей работы являются следующие теоремы 1 и 2. 

Т е о р е м а 1. Для всякого замкнутого связного ориентируемого трех
мерного pi-многообразия М рода g(M)^2 существует такое кусочно-
линейное зацепление L в S3, что М pl-гомеоморфно двулистному разветв
ленному накрывающему сферы S3 с ветвлением вдоль L. 

Обозначим через Tg замкнутую ориентируемую поверхность рода g. 
Т е о р е м а 2. Для всякого замкнутого связного ориентируемого трек-

мерного pi-многообразия М, расслаивающегося над окружностью со 
слоем Tg рода g^2, существует такое замкнутое одномерное pl-nodмно
гообразие L многообразия S2xS\ что М pl-гомеоморфно двулистному 
разветвленному накрывающему многообразия S2xSl с ветвлением 
вдоль L. 

Эти теоремы будут доказаны в § 3. Их доказательства основаны на 
проведенном в § 2 изучении естественных гомоморфизмов групп кос в 
группы гомеотопий двулистных разветвленных накрывающих двумерной 
сферы. Эти гомоморфизмы по другому поводу были построены в работах 
Бергау и Меннике [2] и Бирмана [3]. 

З а м е ч а н и е 1. Шуберт [10] показал, что для всякого замкнутого 
связного ориентируемого трехмерного ^/-многообразия М рода g(M)^.l 
существует такое кусочно-линейное зацепление L в S3, что М pl-гомео-
морфно двулистному разветвленному накрывающему сферы S3 с ветв
лением вдоль L. Таким образом, теорема 1 является непосредственным 
обобщением этого результата. Возможности других обобщений резуль
татов Шуберта [10] будут обсуждены в п. 3.6. 

З а м е ч а н и е 2. Если я : M-+N — двулистное разветвленное накры
тие, то единственный нетривиальный автоморфизм / : М-+М этого накры
тия (т. е. такой ^/-гомеоморфизм, что я ° / = я ) является инволюцией с 
пространством орбит M/J, /?/-гомеоморфным N. Отсюда видно, что ниже
следующие утверждения являются следствиями основных теорем. 

С л е д с т в и е т е о р е м ы 1. На всяком замкнутом связном ориен
тируемом трехмерном pi-многообразии М рода g(M)^.2 существует 
pl-инволюция J : М-+М с пространством орбит M/J, pl-гомгоморфным 
сфере S3. 

С л е д с т в и е т е о р е м ы 2. На всяком замкнутом связном ориенти
руемом трехмерном pi-многообразии М, расслаивающемся над окруж-
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ностью со слоем Tg рода £ ^ 2 , существует pl-инволюция J : M-+M с про
странством орбит M/J, pl-гомеоморфным многообразию S2xSl. 

1.2. О б о з н а ч е н и я . В настоящей работе все многообразия, их 
подмногообразия и отображения кусочно-линейны. Кроме того, если не 
оговорено противное, под зацеплением мы будем понимать замкнутое 
одномеоное ^/-подмногообразие сферы S3, под накрытием зацепления — 
двулистное разветвленное накрытие сферы 5 3 с ветвлением вдоль этого 
зацепления. Мы будем употреблять одинаковые обозначения для зацеп
ления и класса гомеоморфных ему зацеплений и для многообразия и 
класса гомеоморфных ему многообразий. 

Значок ^ будет обозначать, в зависимости от контекста, р/-гомео-
морфизм или групповой изоморфизм. Множество классов гомеоморфных 
связных замкнутых ориентируемых трехмерных многообразий рода, не 
большего g, будет обозначаться через 9ЭТ#; множество классов эквива
лентных регулярных /г-листных накрытий пространства X — через 
Covn(^); множество замкнутых одномерных ^/-подмногообразий много
образия N— через &(N)\ ориентируемая замкнутая поверхность-
рода g — через Tg\ трехмерное тело с g ручками — через Dg. 

1.3. Д в у л и с т н ы е р а з в е т в л е н н ы е н а к р ы т и я . Пусть М и 
N— многообразия размерности п и L — локально плоское (п — 2)-мер
ное подмногообразие многообразия N. Отображение я : M-+N называет
ся д в у л и с т н ы м р а з в е т в л е н н ы м н а к р ы т и е м м н о г о о б 
р а з и я N с в е т в л е н и е м в д о л ь L, если я|Л4 Х я - 1 (L) : 
: М\ n-l(L)-+N\L — двулистное накрытие, a n\n~l(L) : n~l(L)-+L — 
гомеоморфизм. Двулистные разветвленные накрытия я : M-WV и 
я ' : M'-+N называются эквивалентными, если существует такой гомео
морфизм f : М-^М\ что я = я 'о / . 

Множество классов эквивалентных двулистных разветвленных накры
тий многообразия N с ветвлением вдоль L обозначим через Br cov2(A/, L). 

Пусть (i:X-+N\L)eCov2{N\L). Ввиду того, что t):X-^N\L — 
двулистное накрытие, £*(jti(X)) —подгруппа индекса 2 группы 
m(N\L). Так как гомоморфизм Гуревича h совпадает с коммутирова
нием, а при коммутировании подгруппа индекса 2 переходит в подгруппу 
индекса 2 и диаграмма 

ях(Х) -i-U MN\L) 
h\ \h 
H1(X)-1±,H1(N\L) 

коммутативна, то /1^(я1(Х)) = ^ ( я ^ Х ) ) = 1#(Нг(Х))— подгруппа индек
са 2 группы HX(N\L). Определим отображение X: Cov2(N\L)-> 
->Нот(Я1(Л г \1), Z2) формулой 

Х(Ша)=Л°' 6СЛИ а е^^(Х )^ 
i l , ecm a$U(Hi(X)). 

Пусть /* : ВгсоУг(Л ,̂ i,)->Cov2(A / '\L) —естественное отображение, ин
дуцированное включением i: N\L С N. Линк симплекса а относительна 
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триангуляции т мы будем обозначать через 1кт(а). Фиксируем триангу
ляцию Т пары (N, L); Пусть Т' — ее однократное барицентрическое 
подразделение. Из каждой компоненты связности Li многообразия L 
выберем по (п — 2)-мерному симплексу 2г- триангуляции V'.• 

К л а с с и ф и к а ц и о н н а я теорема. Опображение 
X ' = X o f :Brcova(tf, L)~^Hom(H1{N\L), Z2) 

инъективно. Если L a Int(N), mo для того чтобы гомоморфизм f:H1(N\L)-> 
—>Z2 принадлежал образу отображения X', необходимо и достаточно, что
бы гомологические классы щ циклов 1кт"(2;) не принадлежали Кег(/). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . И н ъ е к т и в н о с т ь о т о б р а ж е н и я X'. Как 
уже было показано, А£# (ях(X)) = £# (#1W)> поэтому А_1£# (Ях (X)) == 
- / r - V i U M * ) ) = H * K W ) - Так как t^(H1(X))=hH1(N\L) иА —эпимор
физм, то h~1l#(H1(X))^=n1(N\L). Так как ^(ях(Х)) — подгруппа индек
са 2, то £4(я1(Х')) — максимальная подгруппа, и, следовательно 
h~1^#(H1(X)) = ^ (^(Х)) . Итак, ^(я-^Х)) полностью определяется подгруп
пой £#(#X(X)) = КегХ(£). Следовательно, Х(£) с точностью до изоморфизма 
определяет накрытие £:X->N\L, т. е. X инъекпивно. Кроме того, как 
показал Фокс (см. [6], § 3, теорема единственности), отображение f инъек
тивно. Отсюда следует, что X' =%<>i* инъекпивно. 

Н е о б х о д и м о с т ь у с л о в и я а^Кег(/). Пусть / = X' (я:М—>N). 
Как легко показать (см., например, [6], § 6), на М существует такал три
ангуляция Г, что n:M->N симплициально относительно Т и Т' и не вы
рождено на каждом симплексе. Так как замыкание симплексов, принадле
жащих st^' (St), пересекаются с L только по 2j, прообраз замыкания каж_ 
дого симплекса из str'(2j) состоит из двух замкнутых симплексов, пересе
кающихся по лг—1 (Sf). Отсюда следует, что лг^Псг '^)) = lkf (я-1 (2;)) = 
^ S1. Таким образом, я | я - 1 (lk^ (20)• я - 1 (lkr' (2/)) -> 1кГ' (2/) — нетривиаль-
лое двулистное накрытие и класс щ цикла lkr(2j) не принадлежит 
Im(rt |Af\jt-i(L))#=Ker(f). 

С ю р ъ е к т и в н о с т ь о т о б р а ж е н и я X. Пусть f£Hoi\(H1(N\L), Z2) 
и пусть £:X~>Af\L—накрытие, соответствующее подгруппе A-1(Ker(f))CI 
•CZ^(N\L) (т. е. А-*(Кег(/) = иЫШ Тогда ^ № W ) = ^ K W ) = 
- АА-1 (Кег (/)) = Ker(f), поэтому / = X (С). 

Д о с т а т о ч н о с т ь у с л о в и я а^-$Кег(/). Пусть a$Ker(/:/^r
1(iV\L)->Z2) 

и пусть '(£: X->N\L)=%-1(f)£Cov2(N\L). Из теоремы существования раз
ветвленных накрытий (см. [6], § 2) следует, что £ можно продолжить до 
отображения n:M-*N. Кроме того, как следует из результатов ?§ 3 и § 6 
той же статьи [6], М — многообразие, я:М->УУ — дзулистное разветвленное 
накрытие с ветвлением вдоль U CZL и на М существует такая триангуля
ция 7\ что n:M-+N симплициально относительно Т и Г и не вырождено 
на каждом симплексе. Допустим, что я - 1 (2/) состоит из двух симплексов, 
т. е. 2* ф L'. Так как sty (2*) односвязно и лежит в N\L\ накрытие 
л\ я21-1 (str '(2i)):я -1 (stj" (2i))—>str/(20 тривиально, и класс at цикла 1кг' (2 
принадлежит Im£# = Кег(/), что противоречит исходному 'предположению 
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Следовательно, S i C L ' , а так как классы циклов 1кт" (2*) не зависят от 
выбора Sj, то LciL\ т. е. (n:M-+N)£Brcov2(N, L). Очевидно, X'(jt)=f. 

1.4. Н а к р ы т и я з а ц е п л е н и й . В случае N,=S3 из двойственно
сти Александера следует, что классы циклов lkr' (Si) образуют базис 
свободной абелевой группы Hi(S*\L). Следовательно, для всякого 
L£U(S3) существует единственное двулистное разветвленное накрытие 
с ветвлением вдоль L. 

Автор благодарит В. А. Рохлина за большую помощь, а также 
Я. М. Элиашберга, В. М. Цветкова и С. А. Попова за ряд ценных советов. 

§ 2. Действие группы кос на двулистном накрывающем сферы S2 

В этом параграфе будут изложены определения и результаты теории 
кос, которые понадобятся в дальнейшем, и построены вышеупомянутые 
гомоморфизмы групп кос в группы гомеотопий замкнутых поверхностей. 

2.1. Г р у п п ы кос. Пусть М — связное многообразие. Обозначим 
через FnM подпространство n-й декартовой степени многообразия М, 
состоящее из последовательностей (хи хъ ..., хп)£МхМх ... XAf с хгфх? 
при 1ф\. В FnM естественно действует симметрическая группа @п. Про
странство орбит этого действия обозначим через ВпМ. Его можно интер
претировать как совокупность я-элементных подмножеств многообра
зия М\ естественная проекция FnM->-BnM переводит последовательность 
(хи X2,...,Xn)£FnM в множество {хи х2,..., хп}£ВпМ. Группа п\(ВпМ) 
называется группой я - к о с (кос из п н и т е й ) м н о г о о б р а з и я М, 
а элементы этой группы — n - к о с а м и ( к о с а м и из п н и т е й ) мно
г о о б р а з и я м . 

2.2. Г е о м е т р и ч е с к и е косы. Г е о м е т р и ч е с к о й д - к о с о й 
м н о г о о б р а з и я М называется семейство вложений {bu b2,..., Ьп} от
резка / в MX/, удовлетворяющее следующим условиям: 

1) bk(t)№X{t} для t£I, k = ly 2,...,м; 
2) M 0 ) = (pfc, 0) для fe=l, 2,...,/i; 
3) {Ь1(\),Ь2(1),...9Ьп(1)} = {(Ри 1), (Ръ I ) , - , (Pn, 1)}; 
4) если 1ф\, то Ьг{£)ФЪ](£) для №/. 
В множестве геометрических n-кос введем отношение эквивалентно

сти: геометрические /г-косы Ь и Ьг эквивалентны, если существует семей
ство изотопии Bk:IXl—^MXl (& = 1, 2,...,п), для которых Bk\IX{0} = 
=-=6ft, Bk\IX {\} = bk (k=l, 2,..., Аг) и семейство отображений 
{ Б ^ / X l t } , B2\IX {T}, ..., Bn\IX {т}} является геометрической я-косой 
при любом фиксированном т£/. 

2.3. С в я з ь м е ж д у к о с а м и и г е о м е т р и ч е с к и м и к о с а м и . 
Так как ВпМ есть совокупность n-элементных подмножеств многообра
зия М, то всякая петля а на ВпМ с началом {рь р2, •••, рп} определяет 
семейство путей {аь а2,..., ап}, удовлетворяющее следующим условиям: 

1) ak(0)=pk (k = l, 2, ...,n); 
2) {ai(l), а2(1),...,ап(1)} = {/?ь ръ ..., рп}\ 
3) если 1ф\, то ai-(0=^=ai(0 ДЛЯ *6/. 
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Определим отображение множества петель пространства ВпМ с нача
лом {/?ь р2, •-.., рп} на. множество геометрических /г-кос многообразия Мг 
отнеся петле а геометрическую я-косу Ъ, задаваемую формулой 
bk(t) = (ak(t), t). Легко видеть, что это отображение биективно и две 
петли гомотопны тогда и только тогда, когда их образы эквивалентны. 
Следовательно, оно индуцирует биективное отображение группы 
jii(BnM, {ри /?2,..., рп}) на множество классов эквивалентных геометри
ческих /г-кос многообразия М. 

Рис. 1 

2.4. Г р у п п ы к о с п л о с к о с т и . Фокс и Нойвирт [7] доказали, 
что группа ni(BnR2) канонически изоморфна классической группе /г-кос 
Артина с образующими <ть а2,..., оп-\ и определяющими соотношениями 

OiOi+iOi = Oi+iOiOi+i (i=l, 2, ...,/г — 2); 
OiOi = OjOi (/, /=1, 2,..., п— 1; |/_/|>1)*. 

Геометрическая /г-коса, соответствующая образующей ад, показана на 
рис. 1. 

2.5. Г р у п п ы к л а с с о в п р е о б р а з о в а н и й . Пусть $8пМ = 
=$}п(М, ри р2, •••, рп) —наделенная компактно-открытой топологией 
группа гомеоморфизмов / : М-+М, которые удовлетворяют условию 
!({ри /72, ••, Рп}) = {ри P2, • •> Рп}] в частности, 330М — группа всех гомео
морфизмов многообразия М. Группа яо(8п(Л1, /?ь /?2,..., рп)) называется 
п~й г р у п п о й к л а с с о в п р е о б р а з о в а н и й м н о г о о б р а -
зия М. Группу по($доМ) называют также (см. [8]) г р у п п о й г о м е о -
т о п и й м н о г о о б р а з и я М. 

2.6. Р а с с л о е н и е Б и р м а н а . Определим отображение е : 80М-^ 
-+ВпМ формулой e(f) = {f(pi), f(P2),-,f(pn)}. Бирман [4] доказал, что 
е : %0М-+ВпМ — расслоение в смысле Серра со слоем 8ПЛ1 Пусть 
%пМ — подгруппа группы 33nAf, состоящая из сохраняющих ориентацию 
гомеоморфизмов. Ясно, что Э0М состоит из целых компонент связности 
группы &0М9 и поэтому е = е\ё0М :^М-^ВпМ — тоже расслоение в 
смысле Серра. 

2.7. Р а з в е т в л е н н ы е н а к р ы т и я ш а р а и с ф е р ы . Пусть 
р0 — северный полюс сферы 52, а у : S2\{/?0}-^R2 — стереографическая 

* Другое доказательство см. в [5]. 



Зацепления, двулистные разветвленные накрытия и косы 221 

проекция. Обозначим через рк точки j~l((k, 0)) для k=l9 2,..., а через 
Ik — такие прямолинейные отрезки в D3, что dh={p2h-u p2k]czdD3 = S2. 

Определим отображение q : R1 X C1-^R1 X С1 формулой q((х, г)) = 
•= (х, г2). Это — двулистное разветвленное накрытие пространства 
R^R^XC 1 с ветвлением 
вдоль R1 X {0}. Располо
жим тело Dg в R ^ C 1 так, 
чтобы прямая R1 X {0} бы
ла его осью симметрии и 
пересекалась с ним по 
g+l отрезкам (см. рис. 2). 
Очевидно, пары (q(D.4), 
q(Dg)n(Wx{0})) и 

(Z)3, U Ik) гомеоморф-

е-е- -е-
-Do 

Rx{0} 

k=i Рис. 2 
ны. Фиксируем гомеомор 

S+1. 
физм Gg:(q(Dg), q(Dg) f] (RlX {0}))-+(£>3, U ^ ) - Определим отобра-

жения pg:Dg-+D3 и xg\Tg-^S2 формулами pg(x) =Gg(q(x)) и 
•Tg(x)=pg(x). Отображение pg;Dg-+D3 — двулистное разветвленное на-

крытие шара D3 с ветвлением вдоль \JIk, а xg : Tg-+S2 — двулистное раз-

ветвленное накрытие сферы S2 с ветвлением вдоль {ри р2, ••, ^2^+2}. 
2.8. Г о м о м о р ф и з м vg. Определим отображение 
9 : § W ( R 2 , (1,0), (2,0),..., (2^ + 2,0) )-*»2*+3 (S2, p0, P l ..., p2g+2) 

формулой 

e(f)(x) д: , если х = р0, 
/~V7(*)» если *=fPo-

Автоморфизм группы ^ ( S ^ l P i , p2, . . . ,p2g+2>, Ро)> индуцированный 
гомеоморфизмом 8(/)| S2 \{p l f р2, . . . , p2g+2}, переводит подгруппу накрытия 

2g+2 2g+2 
Г ( tg ) :T g \ U Tg (Pk)}->S2\ U {Pfc} в себ^- Поэтому существует единст-х k=\ k=i 

венный гомеоморфизм поверхности Tg, тождественный на т^Ро)» который 
накрывает гомеоморфизм 6(f). Определим отображение 

vg:£2g+2(R2, (1,0), (2,0), . . . ,(2g + 2, 0))~>»org, 

отнеся гомеоморфизму f тождественный на xg~l (po) гомеоморфизм 
vg(f) '-Tg-+Tgy накрывающий гомеоморфизм 9(f). Очевидно, vg— гомо
морфизм. 

2.9. С к р у ч и в а н и я . Пусть К — кольцо на плоскости, заданное в 
полярных координатах (г, 8) неравенством 1 ^ г ^ 2 . Определим гомео
морфизм h : K-+-K формулой h(r, 0) = (г, 6 — 2яг). Пусть с — простая 
замкнутая кривая на поверхности Р и пусть i : К-^Р — вложение, пере
водящее кривую г = 1,5 в с. Гомеоморфизм hc,%:P-+P, определенный 
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формулой 

ксЛх) = [ х . «** Х*Р\ЧК), 
\ ihi-^x), если х £ i(/(), 

называется с к р у ч и в а н и е м поверхности Я вдоль кривой с. Нетрудно^ 
показать, что всякое скручивание вдоль с изотопно hCyi или hCti~l. 

2.10. Г о м о м о р ф и з м р#. Определим гомоморфизм 

P*:%(B2g+2R2, {(1, 0), (2, 0), . . . , (2g + 2, 0)})~>я0(»0Гй) 

как композицию гомоморфизмов 

^ ( S ^ ^ R 2 , {(1,0), (2,0), . . . ,(2g + 2 ,0)})-

- j t 0 (» 2 g + 2 (R 2 , ( l ,0) , (2 ,0) , . . . ,(2£ + 2 , 0 ) ) ) - я 0 ( В Д , 

где д — граничный гомоморфизм гомотопической последовательности 
расслоения е : eoR2^#2g+2R2. 

2.11. В ы ч и с л е н и е Im fig. Пусть dk — дуга на S2, стереографиче
ская проекция которой является отрезком, соединяющим точки (k, 0) и 
(£ + 1,0). 

При k=l, 2,..., 2g+l существует гомеоморфизм hk£$g(ok), являю
щийся скручиванием поверхности Tg вдоль xg~x(dk). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно определению граничного гомомор
физма гомотопической последовательности расслоения, hk£d(Gk), если 
существует изотопия Hk, % : R2-^-R2, удовлетворяющая следующим усло
виям: 

1) Hk,o=U 2) Hh,i = hk, 3) изотопия 

# м | { ( 1 , 0 ) , (2,0),..., (2^ + 2,0)} :{(1,0), (2, 0),..., (2^ + 2, 0)}->R* 

определяет петлю-представитедя (2^ + 2)-косы а/*. Легко видеть, что изо
топию Ни, ь R2-^R2 можно выбрать так, чтобы она была тождественной 
вне малой окрестности V отрезка [(А, 0), (£ + 1,0)] и поворачивала этот 
отрезок внутри V на угол я против часовой стрелки. 

Обозначим через /' прямую на R2, заданную уравнением ?х = k + 0, 5. 
Положим U = j"l(V) и / = U П / - 1 (П- Пусть Т —одна из компонент 
связности множества t j 1 ^ ) . При описанном выше выборе изотопии 
Hk,t'-R2-^R2 кривая в(Ал)(0 = в'(ЯЛд)(/) расположена так, как показано на 
рис. 3. Так как гомеоморфизм vg(hk) накрывает 6(ЛЛ), то кривая vg(hk)(l) 
накрывает кривую 6(А*)(/). Из рис. 3 видно, что vg(hk) действует на 7 как 
скручивание вдоль т^1 (4)- Итак, vg(hk) совпадает со скручиванием вдоль 
т7х(4) на Т^\х^г(и) (где оба — тождественные отображение и на 7. Но 
^ \ ( ( ^ \ ^ Х ( ^ ) ) и tj ^= rj1 (UY\l^MD2. Отсюда, в силу теоремы Алек-
сандера [1], следует, что vg{hk) изотопно скручиванию вдоль т^1 (4). С 
другой стороны, vg (lik) б vg# о д (ak) = Pg (tf*)-
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№ 

Рис. 3 

\Т (d | 

с%+2 ' ' * еЗд-1 

е1 сг сз % с5"' %-з %-г V ' V * V 
6 

Рис. 4 

Из доказанного следует, что подгруппа Im pg d я0 (580Tg) порождается-
классами скручиваний вдоль кривых xT^1(dk)y k = 1, 2, . . . , 2g + 1. Эти кри
вые показаны на рис. 4 а. 

2.12. С л у ч а й g=^2. Ликориш [8] нашел систему образующих груп
пы Tc0($)0Tg). Эта система состоит из классов скручиваний вдоль кривых 
eh, k=l, 2, ...,3g— 1 (см. рис. 46). Сравнивая рисунки 4'а и 46, мы видим, 
что в случае g^2 множество кривых ей содержится в множестве кривых 

А 

Tg~l{dk). Следовательно, гомоморфизмы $g•:п\(В28+2К2)-+-По(%оТ8) при: 
§ ^ 2 сюръективны. 
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§ 3. Доказательство основных теорем 

3.1. О т о б р а ж е н и е kg. Склеим две копии шара Z)3 по dD*=S2 при 
помощи /е332£+2(52, Ри Р2> ..-, p2g+2)- Полученное многообразие Dz{jfDz го-
меоморфно сфере S3, а отрезки / ь /2, ...,/*+i (см. п. 2.7) образуют зацеп
ление. Очевидно, класс этого зацепления зависит только от элемента 
группы я0(82£+2(52, ри р2<..., P2g+2)), содержащего гомеоморфизм /. Тем 
самым определено отображение 

Y*:M»2^S2)->8(S3). 

Обозначим через 8# образ композиции четырех отображений: 

^ ( B M + J R 8 , {(1,0), (2,0), . . . ,(2g + 2,0)})-^n0(^2g+2(R2,(l,0),(2,0), . . . 

. . . , (2g + 2, 0))) ^ л0 (в^+, (S2, р0, р ь . . . , p2g+2)) -^ 

^ ^о №g+2 (52, ft, Ра, . . . , P2g+2)) -^ S (53), 

где с? и 6 — те же, что и в п.п. 2.10 и 2.8 соответственно, а /* — гомомор
физм включения. Определим отображение 

V%(52g+2R2, {(1,0), (2,0), . . . ,(2£ + 2,0)})->S, 

формулой Xg (a) = у̂  о ^ о 0+ о д (а). 
3.2. Н а к р ы в а ю щ и е з а ц е п л е н и й и з 8 .̂ £с./ш а£щ (B2g+2R2) 

и (р :M-^53)EBrcov2(53, kg (а)), то многообразие М может быть по
лучено склеиванием из двух тел с g ручками при помощи гомеоморфизма 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно определению kg (см. п. 3.1), (53, Kg(a))^ 

= (£>3, U h)UHf)(D3,U h), где /б а (а). Пусть 9g:Dg->D*-описанное 

в п. 2.7 накрытие. Очевидно, (ря (J pg:Dg {J^g(f)Dg -> D3 (J едО3) б 
6Brcov2(53, kg(a)). Множество Brcov2(S3, kg(a)) состоит из одного элемента 
(см. п. 1.4), Поэтому накрытия pg \J pg:Dg \j4$)Dg-+EP Ue(/)^3 и p:M->S3 

эквивалентны. Следовательно*, многообразия М и Dg[Jvg(f)DgroMeouop<$HhL. 
Кроме того, vg (/) £ vg*d (a) = $g (а). 

3.3. П е р е ф о р м у л и р о в к а . Из предыдущего утверждения сле
дует, что накрывающие зацеплений, принадлежащих 8g, принадлежат Зйо. 
Следовательно, определено отображение %g : 8g-*fflg, которое каждому 
зацеплению сопоставляет двулистное разветвленное накрывающее этого 
зацепления. Определим отображение \ig : я0 (&oTg)~+Wlg, которое каждо
му классу изотопных гомеоморфизмов поверхности Tg ставит в соответ
ствие многообразие, получающееся в результате склеивания двух копий 
Dg при помощи одного из гомеоморфизмов этого класса. 

Теперь мы можем сформулировать результат предыдущего пункта 
следующим образом. 
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Ф;Ю <Ы 

Диаграмма 

%(B 2 g + 2 R 2 ) ->* 0 (W 

Sg—^—> Щ 
коммутативна. 

3.4. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Отображение kg сюръектив-
но (см. п. 3.1), поэтому Kg(Zg) =Kgkg{ni(B2g+2R2)) =\ig$g(ni(B2g+2t{2)). 
Так как всякое многообразие М рода 
g(M)^g может быть склеено из 
двух копий Dg, то отображения \ig 
сюръективны. Кроме того, как пока
зано в п. 2.12, при g ^ 2 гомоморфиз
мы pg сюръективны. Следовательно, 
если £ ^ 2 , то 

^ (8*) = М * 0*1 (S2g+2R2) ) = 2Я* 
т. е. всякое замкнутое связное ориен
тируемое трехмерное /^-многообра
зие М род g ( M ) ^ 2 , р/-гомеоморф-
но двулистному разветвленному на
крывающему зацеплению из 8g(M). 

3.5. Г е о м е т р и ч е с к о е описа
на е ото б р а ж е н и я kg. Пусть Л ь 
Лз и Л3 — подмножества единичной сферы 53, определяемые в декартовых 

1 1 координатах (^, £2> 5з> £4) неравенствами g4 < , -< 

^ | 4 соответственно. Определим гомеоморфизмы %_:A± —>D3 и 
J/3 
2 

:(Si» S2» 1з)> I4 ~\—Й 

4 < 1 и 1 < 
2 2 

V3 формулами q>fe(£i, |2 , | 3 . У = — (£ь 5г. У (&=1,3) и гомеоморфизм 

ф2:Л2-^52 X /формулой ф2(^, |8 , £3, у = / 
УГ ) • 

Пусть Ь = {bv b2, . . . ,b2g+2)—геометрическая коса плоскости R2, соответ
ствующая петле а == {ах, а2, . . . , a2g+2> косы а (см. п. п. 2.2 и 2.3). Обо
значим через L(b) зацепление 

2g+2 
^ ъ Ч / х l)°^(/)j U (ДфГx(h)\ U ( Ц ^ W 

(см. рис. 5). 
Зацепления L(b) и kg (а) гомеоморфны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть f£QJ){a), a F:D3->D3 — гомеоморфизм, 

продолжающий / :5 2 ->S 2 . Для того чтобы получить пару (S3, kg(a)), нуж-
g+i 

но склеить две копии пары (D3, (J Ik) при помощи гомеоморфизма /. Оче-
к=\ 

видно, это то же самое, что склеить (D3, у /л) с (D3, |J F(/fe)) при по-

мощи 1: S2 -* S2. 
g Математический сборник, т. 87(129), № 2 
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Согласно определению граничного гомоморфизма гомотопической по
следовательности расслоения, /69*5 (а), если существует изотопия 
ft : R2-^R2, удовлетворяющая следующим условиям: 1) / о = 1 , 2) 0(/j) ==Д 
3) изотопия / , | { (1 , 0), (2, 6),..., (2^ + 2,0)} : {(1, 0), (2, 0),... 
..., (2g* + 2, 0)}-^R2 определяет петлю а. 

Определим Ф : Dz-+D3 как композицию 
гомеоморфизм, определенный формулой 

(£i о Ф2? где Ф! : Dz-+D3 

Ф1(х) = \ 
l^|8(/.W-i)(l 

если 

если 

UK 
\х\>-

а Ф2:й3-
л л 

отрезок Ik в трехзвенную ломаную с вершинами р^-и —Pzk-u —Pik, P2k 
(см. рис. 6). Если x^S2, то Ф (х) = ФХФ2 (х) 
Следовательно, (b:D3->Ds продолжает / : 5 2 - > 5 2 . 

Определим гомеоморфизм ср4 : Ai\JA2-+D3 формулой 

-rfPi(*) > е с л и *бЛ» 

D3 — тождественный на крае гомоморфизм, переводящий каждый 
1 1 

!fc—ii —Ргк—\> —Pik, p2k 

<D1(x) = 4f1)(x) = f(x). 

%(х) = 

где prr.S2 x I-

(1 + рг/ф2 (л;)) • рг52ф2 (х), если * б Л2, 

/ и /?/*s2: 52 х / -> 52 — естественные проекции. Нетрудно 
g+i g+i 

проверить, что <р4(1(й) П (Л U Л)) - U Ф(Л) и Фз(1(&) П 4 ) - U /*-
g+ g-j-i 

Но как показано выше, (53, ^(a))g^(D3, (J Ik)Ui№*> U <&('*))• Следо-

Рис. 6 

вательно, после соответствую
щего склеивания ф3 и ф4 дают 
гомеоморфизм, переводящий 
L(6) в Kg (а). 

3.6. С в я з ь с п р о б л е м а 
ми к л а с с и ф и к а ц и и . Рай-
демайстер (см. [9], стр. 13) 
описал класс зацеплений, кото
рый, как следует из предло
жения предыдущего пункта, 
совпадает с 2ь Для обозначе
ния зацеплений этого класса он 
использовал термин ч е т ы р е х -
с п л е т е н и е (Viergef lecht). 
Шуберт [11] доказал, что класс 

четырехсплетений совпадает с классом зацеплений, обладающих диаграм
мой с двумя переходами — зацеплений с двумя мостами — и дал в [10] 
полную классификацию этих зацеплений. Из нее, в частности, следует, 
что отображение xi:£i-»-9Wi биективно. Теорема 1 настоящей, работы 
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утверждает сюръективность отображения х2 :8r-HW2. Является ли это 
отображение инъективным, автору неизвестно. Во всяком случае, пред
ставляется весьма вероятным, что проблемы классификации зацеплений 
из 82 и многообразий из ЗЯ2 тесно связаны между собою. Отображение 
Хз :^3_^2){3 уЖе> по-видимому, не является сюръективным. Автор не знает, 
существует ли вообще какое-либо зацепление, двулистное разветвленное 
накрывающее которого гомеоморфно тору SlxSlxSl. В следующем 
пункте будет приведен пример, показывающий, что отображение х3 инъ-
ективно. 

3.7. Н е г о м е о м о р ф н ы е з а ц е п л е н и я с г о м е о м о р ф н ы м и 
н а к р ы в а ю щ и м и. Накрывающее связной суммы двух зацеплений 
гомеоморфно связной сумме накры
вающих. Действительно, накрываю
щее двумерной сферы с ветвлением 
в двух точках есть сфера. Поэтому 

Рис. 7 Рис. 8 

сфера, разделяющая зацепления, накрывается сферой, которая разби
вает накрывающее в связную сумму. 

Рассмотрим зацепление, которое показано на рис. 7, и трилистник. 
Их связную сумму можно построить двумя способами, показанными на 
рис. 8. Накрывающее и в том и в другом случае гомеоморфно связной 
сумме RP 8 #L(3 ,1)#£(3 ,1) . 

З а м е ч а н и е 1. Аналогичным образом можно показать, что для 
каждого целого п^\ циклические /г-листные разветвленные /накрываю
щие зацеплений, показанных на рис. 8, гомеоморфны. 

З а м е ч а н и е 2. Зацепления на рис. 8 принадлежат £3. Аналогич
ные примеры зацеплений из 82 или •неприводимых зацеплений автору не
известны. 

3.8. О т о б р а ж е н и е цё. Пусть a€jti (B2g+2R2, {(l, 0), (2, 0),... 
..., (2g + 2, 0)}) и f£9*d(a). В результате склеивания компонент края 
многообразия S2Xl при помощи f получится многообразие, гомеоморф-
ное S2XS\ при этом отрезки {Pi}xA {p2}X/, ..., {p2g+2}XJ образуют 
замкнутое одномерное подмногообразие L. Очевидно, тип пары 
(S2XS\ L) не зависит от выбора /66*3(а). Тем самым определено 
отображение 

%:^(J32g4.2R2, {(1,0), (2,0), . . . ,(2g + 2 ,0)})^f i (S 2 xS 1 ) . 
6* 

CW 
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3.9. О т о б р а ж е н и е £#. Обозначим через @£ множество классов го-
меоморфных замкнутых ориентируемых связных трехмерных /?/-многооб-
разий, расслаивающихся над окружностью со слоем Tg. Определим от
ображение Z,g :no№oTg)-+•<$>g, отнеся классу изотопных гомеоморфизмов 
поверхности Tg многообразие, получающееся из TgXl в результате склеи
вания компонент края при помощи одного из гомеоморфизмов этого 
чласса. 

ЗЛО. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Ясно, что многообразие 
£>g$g(a) гомеоморфно одному из двулистных разветвленных накрываю
щих многообразия S2XSl с ветвлением вдоль подмногообразия r\g(a). 
Отображение £#, как видно из его определения, при всяком g сюръектив-
но. В п. 2Л2 показано, что fig сюръективно при g"^2. Следовательно, лю
бое многообразие из &£ с g^2 гомеоморфно двулистному разветвленно
му накрывающему многообразия S2xSK 

3.11. Н е о р и е н т и ip у е ;м ы й с л у ч а й . Обозначим через Q единст
венное неориентируемое многообразие, расслаивающееся над S1 со слоем 
S7. При помощи рассуждения, аналогичного приведенному выше дока
зательству теоремы 2, можно показать, что всякое замкнутое связное 
неориентируемое трехмерное pi-многообразие, раселаивающееся над ок
ружностью со слоем Тх или Т2, pl-гомеоморфно двулистному разветвлен
ному накрывающему многообразия Q. 

(Поступила з редакцию 24/XI 1970 г. и 11/1II 1971 г.) 
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