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ZZZiiieeelllssseeetttzzzuuunnnggg ::: Es werden zwei Beweise der Morse-Ungleichungen fu

º

r eine glatte,

geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit (M

n

,g) pra

º

sentiert. Der erste Beweis

(Kapitel 2) benutzt Methoden und Ideen, wie sie in der theoretischen Physik typisch

sind. Er geht auf den Physiker E. Witten [Wi3] zuru

º

ck und hat eine asymptotisch

variierte Hodge-Theorie zur Grundlage. Der zweite (klassische) Beweis (Kapitel 3)

benutzt den Morse-Witten Komplex fu

º

r M. Dieser besteht aus den Kettengruppen

C

k

(f,g,s) und dem kanonischen Randoperator s

k

6:6C

k

(f,g,s)6!6C

k-1

(f,g,s)6. Die

Kettengruppen werden von den kritischen Punkten einer Morse-Funktion

fJC

r

(M,R) frei abelsch u

º

ber Z erzeugt, d.h. C

k

(f,g,s)YZ

#Crit

k

6f

(s ist eine

orientierungsabha

º

ngige Gro

º

≠e). Im Fall der Gu

º

ltigkeit der Morse-Smale Bedingung

ist der kanonische Randoperator wie folgt definiert: Sei <x>JCrit

k

6f ein

Erzeuger von C

k

(f,g,s), dann ist

s

k

<x> :=¡

yJCrit

k-1

f

n(x,y)<y> ,

wobei die Koeffizienten n(x,y) die Anzahl der x mit y verbindenden Orbits (geza

º

hlt

mit einem orientierungsabha

º

ngigen charakteristischen Vorzeichen) bezeichnen.

(C

k

(f,g,s),s

k

)

kJZ

stellt einen algebraischen Kettenkomplex dar, es ko

º

nnen also

zugeho

º

rige Homologiegruppen HM

*

(f,g,s,M;Z) definiert werden. Es stellt sich

heraus, da≠ diese nicht von (f,g,s) abha

º

ngen und kanonisch isomorph zur

ganzzahligen singula

º

ren Homologie von M sind. Hieraus folgen nun die Morse-

Ungleichungen. Dieser zweite Zugang wurde zwar in [Wi3] als plausibel betrachtet,

konnte mit den dort verwendeten Methoden jedoch nicht gezeigt werden.
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1.1 U

º

bersicht

In KKKaaapppiiittteeelll 111 dieser Arbeit wiederholen wir in Paragraph 111...222 'Die Morse-

Ungleichungen' die hier relevanten grundlegenden Begriffe der endlich-dimensionalen

nichtdegenerierten Morse-Theorie, insbesondere die starken und schwachen Morse-

Ungleichungen. Wir zeigen die A

º

quivalenz der starken Morse-Ungleichungen zur

Existenz eines algebraischen Kettenkomplexes (C

k

,s

k

)

kJ

6, wobei die

Kettengruppen C

k

von den kritischen Punkten einer Morse-Funktion f vom Morse-

Index k frei abelsch u

º

ber Z erzeugt sind und die Bettizahlen b

k

(s

/

) der zugeho

º

rigen

Homologiegruppen mit denen der singula

º

ren Homologie der Mannigfaltigkeit M

u

º

bereinstimmen.

In Paragraph 111...333 'Physikalische Motivation' skizzieren wir den physikalischen

Hintergrund beziehungsweise die physikalischen Fragestellungen, welche E. Witten

1982 [Wi2&3] einerseits den Morse Komplex wiederentdecken lie≠en, andererseits zu

einem neuen Beweis der Morse-Ungleichungen durch asymptotische Analysis einer

variierten Hodge-Theorie fu

º

hrten.

Letzteres ist Inhalt von KKKaaapppiiittteeelll 222 'DER WITTENSCHE BEWEIS DER

MORSE-UNGLEICHUNGEN'. In Paragraph 222...111 'Der Laplace-Beltrami-Operator L'

bilden wir zuna

º

chst den Abschlu≠ L

,

p

(M) des Raumes L

p

(M) der glatten p-

Differentialformen auf M bezu

º

glich eines L

2

-inneren Produkts </,/>

p

und

erhalten einen Hilbertraum (L

,

p

(M),</,/>

p

). Wir definieren den Laplace-

Beltrami-Operator L als Abschlu≠ in L

,

p

(M) des Operators dd

*

+d

*

d auf L

p

(M) (d

ist die a

º

u≠ere Differentiation). L ist selbstadjungiert und von unten durch Null

beschra

º

nkt. Anschlie≠end beweisen wir das Theorem u

º

ber die Hodge-Zerlegung von

L

,

p

(M), woraus letztendlich folgt dim6Ker6LVb

p

(p-te Bettizahl von M).

In Paragraph 222...222 'Der deformierte Laplace-Operator L

t

' erla

º

utern wir die Idee

Wittens den Operator der a

º

u≠eren Differentiation d mit e

-itf

zu konjugieren (f

Morse-Funktion auf M, tJR), d.h.

d

t

:= e

-tf

de

tf

, L

t

:= d

t

d

t

*

+d

t

*

d

t

.

Die Bedeutung dieser Idee zeigt sich in dem Resultat dim6Ker6L

t

Vb

p

, denn wir

ko

º

nnen nun tJR beliebig variieren ohne die linke Seite zu vera

º

ndern. Dies ist

entscheidend, denn das Spektrum von L

t

kann fu

º

r gro≠e t besser analysiert werden.

Unter Verwendung einer mittels Morse-Koordinaten konstruierten Metrik berechnen

2
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wir L

t

zu

L

t

V L+ t

2

/ df

62

+ t/A ,

wobei A ein beschra

º

nkter Operator nullter Ordnung ist. Die beiden letzten Terme

interpretieren wir als Potential. Fu

º

r gro≠es t sind die lokalen Minima genau durch

die kritischen Punkte von f gegeben. Es ist nun naheliegend, da≠ sich der t!r

Limes von L

t

als direkte Summe2

a

6K

(a)

von harmonischen Oszillatoren K

(a)

ergibt,

welche bei den kritischen Punkten von f lokalisiert sind.

In Paragraph 222...333 zeigt sich, da≠ diese Vermutung richtig ist. Den t!r Limes

nennen wir quasiklassischen Limes. Fu

º

r gro≠es t vereinfacht sich das Spektrum von

L

t

, es spaltet in einen tiefliegenden und einen hochliegenden Anteil auf. Die

Eigenwerte in ersterem wachsen schwa

º

cher als t, jene in letzterem mindestens wie t.

In Paragraph 222...444 werden wir die schwachen Morse-Ungleichungen beweisen. Wir

analysieren hierzu den quasiklassischen Limes 2

a

6K

(a)

von L

t

. Es stellt sich heraus,

da≠ jeder Summand K

(a)

genau eine Eigenfunktion (-form) zum Eigenwert Null

besitzt. Diese ist bei einem kritischen Punkt x

(a)

von f lokalisiert. Sie ist eine

Differentialform vom Grad Ind

f

(x

(a)

). Es ergibt sich

dim Ker2

a

6K

(a)

|

L

p

(M)

V c

p

:= # {xJM|df(x)V0 , Ind

f

(x)Vp} .

Das asymptotische Verhalten der Eigenwerte von L

t

liefert c

p

;b

p

.

In Paragraph 222...555 definieren wir den Begriff 'Supersymmetrische

Quantenmechanik'. Die Bedeutung dieser Theorie fu

º

r den Beweis der starken Morse-

Ungleichungen liegt darin, da≠ fu

º

r nichtverschwindende Eigenwerte von L

t

die

zugeho

º

rigen Eigenformen in Paaren (p gerade6,6p ungerade) oder physikalisch

ausgedru

º

ckt (bosonisch6,6fermionisch) auftreten (p sei der Grad der Form).

In Paragraph 222...666 werden die starken Morse-Ungleichungen bewiesen.

In KKKaaapppiiittteeelll 333 'DER MORSE-WITTEN KOMPLEX' konstruieren wir diesen und

zeigen die Isomorphie der zugeho

º

rigen Homologiegruppen HM

*

(M;Z) zur singula

º

ren

Homologie von M H

*

sing

(M;Z). Das beweist, wie zuvor bemerkt, die starken Morse-

Ungleichungen (Thm. 1.2.4). Der Morse-Witten Komplex ist in der Mathematik seit

langem bekannt (unter dem Namen Morse-Komplex). Er wurde bereits von R.

Thom (40'er Jahre) [T], J. Milnor (50'er Jahre) [Mi] und S. Smale (60'er Jahre) [Sm]

studiert. Anfang der 80'er Jahre wurde er von dem Physiker E. Witten [Wi3]

wiederentdeckt, der durch die Untersuchung eines supersymmetrischen

3
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quantenmechanischen Systems auf ihn gestossen ist. Die Instantonen dieses Systems

sind gerade die isolierten verbindenden Orbits des Morse-Witten Komplex.

In Paragraph 333...111 'Der kanonische Randoperator' zeigen wir, da≠ der

Gruppenhomomorphismus s

k

ein Randoperator ist, d.h. da≠ gilt s

k-1

vs

k

V0, kJZ.

In Paragraph 333...222 'Der kanonische Kettenhomomorphismus' konstruieren wir

diesen , y

/

ba

genannt. Er stellt einen Homomorphismus zwischen zwei Morse-Witten

Komplexen u

º

ber M fu

º

r verschiedene Wahlen von (f,g,s) dar. Wir wiederholen dazu

im wesentlichen die Konstruktion von s

k

in Paragraph 3.1 fu

º

r den Fall M6x6S

1

, sowie

einer hierauf speziell definierten Morse-Funktion F und Metrik G. f

a

und f

b

werden

hierzu durch eine Homotopie verbunden, genauso g

a

und g

b

. Auf Homologieniveau

stellt y

*

ba

einen Isomorphismus dar.

In Paragraph 333...333 'Der kanonische Isomorphismus zur singula

º

ren Homologie'

skizzieren wir die Beweisidee fu

º

r einen solchen. Das besondere hierbei ist, da≠ es sich

bereits auf Kettenniveau um einen Isomorphismus handelt. Ein Isomorphismus auf

Homologieniveau wurde dagegen schon mehrfach bewiesen [Mi] [Sa].

Abschlie≠end zeigen wir in Paragraph 333...444 'Anwendung', wie sich mittels der

Morse-Homologie die Homologie von S

n

der n-dimensionalen Spha

º

re einfach

berechnen la

º

≠t.

TTTeeerrrmmmiiinnnooolllooogggiiieee:::

_Innerhalb eines Kapitels erfolgen Verweise zweistellig. Die erste Stelle gibt die

Nummer des Paragraphen innerhalb des Kapitels an, die zweite Stelle die Nummer

des Objekts (des Satzes, der Gleichung usw.), z.B. verweist (2.5) in Kapitel 3 auf die

Gleichung 5 in Paragraph 3.26.

Verweise zwischen Kapiteln erfolgen dreistellig. Die erste Stelle gibt jetzt das

Kapitel an, die zweite den Paragraphen innerhalb dieses Kapitels und die dritte die

Nummer des Objekts, z.B. verweist (3.2.5) auf dieselbe Gleichung wie zuvor.

_Wir verwenden gelegentlich die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. u

º

ber

gleiche obere und untere Indizes wird summiert.

4
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1.2 Die Morse-Ungleichungen

In diesem Paragraphen wollen wir kurz die grundlegenden Begriffe der Morse-

Theorie einfu

º

hren, insbesondere den der Morse-Funktion und der Bettizahl. Hierbei

definieren wir die Bettizahlen nicht in ihrer allgemeinsten Form, sondern als

Dimensionen der de Rham Kohomologiegruppen, welche wir zuvor einfu

º

hren.

Anschlie≠end zitieren wir die schwachen und die starken Morse-Ungleichungen,

zeigen deren A

º

quivalenz zur Existenz eines bestimmten Kettenkomplexes und

schlie≠en mit einem illustrierenden Beispiel.

Mit M

n

bezeichnen wir im folgenden eine gggeeesssccchhhlllooosssssseeennneee (kompakte und

unberandete) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. f6:6M6!6R sei

eine glatte Funktion.

pJM hei≠t kkkrrriiitttiiisssccchhheeerrr PPPuuunnnkkkttt vvvooonnn fff, falls gilt df(p)V0. Das hei≠t in einem und

damit jedem lokalen Koordinatensystem x

1

,\,x

n

um p gilt

(2.1) s

1

f(p)V\Vs

n

f(p)V0 .

Ein kritischer Punkt pJM hei≠t nnniiiccchhhtttdddeeegggeeennneeerrriiieeerrrttt, falls die HHHeeesssssseee---MMMaaatttrrriiixxx

(2.2) B6s

i

s

j

f(p)6K

ijJ{1,\,n}

nichtdegeneriert ist, d.h. Null nicht als Eigenwert besitzt. Der MMMooorrrssseee---IIInnndddeeexxx IIInnnddd

fff

(((ppp)))

eines nichtdegenerierten kritischen Punktes pJM ist definiert als die Anzahl der

negativen Eigenwerte der Hesse-Matrix (diese ist symmetrisch und nichtdegeneriert

& sie besitzt n reelle nichtverschwindende Eigenwerte). Diese Definitionen sind

unabha

º

ngig vom gewa

º

hlten Koordinatensystem.

Eine Funktion fJC

r

(M,R) hei≠t MMMooorrrssseee---FFFuuunnnkkktttiiiooonnn, falls gilt: Alle kritischen Punkte

von f sind nichtdegeneriert.

Da M in unserem Fall kompakt ist, folgern wir leicht die Endlichkeit der Anzahl

von kritischen Punkten von f (siehe z.B. [We, Prop. 1.2.5]). Mit ccc

kkk

(((fff))) oder auch ccc

kkk

bezeichnen wir die Anzahl der kritischen Punkte von f vom Morse-Index k.

Die kritischen Punkte von Morse-Funktionen haben lokal eine einfache Gestalt:

LLLeeemmmmmmaaa 222...111 (MMMooorrrssseee---LLLeeemmmmmmaaa) [H, Kap.6, Lemma 1.1] Sei pJM ein

nichtdegenerierter kritischer Punkt einer C

r+2

-Abbildung g6:6M6!6R, r;1, mit

5
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Ind

g

(p)Vk, dann existiert eine C

r

-Karte (ª,U) um p (genannt MMMooorrrssseee---KKKaaarrrttteee oder

auch MMMooorrrssseee---KKKoooooorrrdddiiinnnaaattteeennn), so da≠ gilt

gvª

-1

(x

1

,\,x

n

)Vg(p),¡

i=1

k

x

i

2

+¡

i=k+1

n

x

i

2

, xV(x

1

,\,x

n

)Jª(U)BR

n

.

Jetzt beno

º

tigen wir einige Grundbegriffe des Differentialformenkalku

º

ls. Mit

LLL

ppp

(((MMM)))6, pJ{0,\,n}, bezeichnen wir den RRRaaauuummm dddeeerrr ggglllaaatttttteeennn ppp---FFFooorrrmmmeeennn aaauuufff MMM.

d

p

: L

p

(M) ! L

p+1

(M)

sei die aaa

ººº

uuu≠≠≠eeerrreee DDDiiiffffffeeerrreeennntttiiiaaatttiiiooonnn, sie erfu

º

llt

(2.3) d

p

vd

p-1

V0 .

Es seien hierbei L

p

(M)6:=60 und d

p

6:=60 fu

º

r pJZ\{0,\,n}. Aus (2.3) folgt

Im6d

p-1

FKer6d

p

6, die folgende Definition macht also Sinn

(2.4) HHH

ppp

DDDRRR

(((MMM;;;RRR))) :=

Ker d

p

Im d

p-1

, pJZ .

Die H

p

DR

(M;R) sind endlichdimensionale Vektorra

º

ume, sie hei≠en ppp---ttteee dddeee RRRhhhaaammm

KKKooohhhooommmooolllooogggiiieeegggrrruuuppppppeeennn vvvooonnn MMM.

Die BBBeeettttttiiizzzaaahhhllleeennn vvvooonnn MMM seien nun definiert als

(2.5) bbb

ppp

:= dim6H

p

DR

(M;R) , pJZ .

U

º

blicherweise werden die Bettizahlen im Rahmen der algebraischen Topologie als

Dimensionen der singula

º

ren Homologiegruppen definiert. Die Definition (2.5) ist

dann das Theorem von de Rham. Hieraus folgt die Unabha

º

ngigkeit der b

p

von der

gewa

º

hlten differenzierbaren Struktur auf M.

TTThhheeeooorrreeemmm 222...222 [H, Kap. 6, Thm. 3.5] Sei fJC

r+1

(M,R), r;1, eine Morse-Funktion

auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit M, dann gelten

i) dddiiieee ssstttaaarrrkkkeeennn MMMooorrrssseee---UUUnnngggllleeeiiiccchhhuuunnngggeeennn

¡

k=0

m

(,1)

k+m

6c

k

;¡

k=0

m

(,1)

k+m

6b

k

, 0:m:n ,

ii)

¡

k=0

n

(,1)

k

6c

k

V¡

k=0

n

(,1)

k

6b

k

.

6
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Durch Summation der Ungleichungen aus i) fu

º

r mVi und mVi,1 folgt das

TTThhheeeooorrreeemmm 222...333 [H, Kap. 6, Thm. 3.7] Die Voraussetzungen seien wie in Theorem 2.2,

dann gelten die sssccchhhwwwaaaccchhheeennn MMMooorrrssseee---UUUnnngggllleeeiiiccchhhuuunnngggeeennn

c

k

;b

k

, 0:k:n .

TTThhheeeooorrreeemmm 222...444 Die starken Morse-Ungleichungen (Thm. 2.2 i)) sind a

º

quivalent zur

Existenz eines Gruppenhomomorphismus s

k

6:6C

k

6!6C

k-1

(MkJZ) mit s

k-1

vs

k

V0,

wobei C

k

die von den kritischen Punkten der Morse-Funktion f frei abelsch erzeugte

Gruppe sei, d.h. C

k

YZ

#Crit

k

6f

. Fu

º

r kJZ\{0,\,n} sei C

k

6:=60. Die Bettizahlen b

k

(s)

des Kettenkomplexes (C

k

,s

k

)

kJZ

stimmen mit jenen der Mannigfaltigkeit M u

º

berein.

BEWEIS '&&&' Es gelte also Theorem 2.2 i). Wir definieren

a

k

:= rk Ker s

k

, b

k

:= rk Im s

k

,

wobei rk den Rang einer Gruppe bezeichnet und Im bzw. Ker das Bild bzw. den

Kern eines Gruppenhomomorphismus. Wir stellen an s

k

6:6C

k

6!6C

k-1

drei Bedingungen

i) s

k

ist ein Gruppenhomomorphismus

ii) b

k

(s)Vb

k

iii) s

k-1

vs

k

V0 , was a

º

quivalent ist zu Im6s

k

BKer6s

k-1

.

Aus i) ergibt sich mit dem Homomorphiesatz fu

º

r Gruppen

(2.6) c

k

Vrk C

k

Vrk Ker s

k

+rk Im s

k

Va

k

+b

k

.

Aus ii) ergibt sich

(2.7) b

k

Vb

k

(s)Vrk

Ker6s

k

Im6s

k+1

Va

k

,b

k+1

.

Aus iii) erhalten wir

(2.8) b

k

:a

k-1

.

Es bleibt zu zeigen, da≠ Zahlen a

k

,b

k

JN

0

(kV0,\,n) existieren, so da≠ (2.6)-(2.8)

erfu

º

llt sind. Die Forderung (2.8) ergibt sich bereits aus (2.7): b

k

Va

k-1

,b

k-1

:a

k-1

6.

Aus (2.6) und (2.7) erhalten wir

(2.9) b

k+1

Vc

k

,b

k

,b

k

.

Es ergeben sich hieraus

b

0

Vc

-1

,b

-1

,b

-1

V0+0+0V0

7
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b

1

Vc

0

,b

0

b

2

Vc

1

,b

1

,(c

0

,b

0

)V(c

1

,c

0

),(b

1

,b

0

)

(2.10) 6a

b

k

V¡

s=0

k-1

(,1)

s+k-1

6c

s

,¡

s=0

k-1

(,1)

s+k-1

6b

s

6a

b

n+1

V¡

s=0

n

(,1)

s+n

6c

s

,¡

s=0

n

(,1)

s+n

6b

s

V0Vb

r

fu

º

r r;n+1

, Thm. 2.2 i) .

Aus den starken Morse-Ungleichungen ergibt sich b

k

;0 fu

º

r alle k, was notwendig

ist um die b

k

als Rang einer Gruppe zu interpretieren. Aus (2.6) erhalten wir nun

a

k

Vc

k

,b

k

6, d.h.

a

0

Vc

0

,b

0

Vc

0

a

1

Vc

1

,(c

0

,b

0

)V(c

1

,c

0

)+b

0

a

2

Vc

2

,(c

1

,c

0

)+(b

1

,b

0

)V(c

2

,c

1

+c

0

)+(b

1

,b

0

)

(2.11) 6a

a

k

Vc

k

,¡

s=0

k-1

(,1)

s+k-1

6c

s

,¡

s=0

k-1

(,1)

s+k-1

6b

s

V¡

s=0

k

(,1)

s+k

6c

s

+¡

s=0

k-1

(,1)

s+k-1

6b

s

6a

a

n+1

Vc

n+1

,b

n+1

V0Va

r

fu

º

r r;n+1 .

Mittels der starken Morse-Ungleichungen erhalten wir

(2.12) Va

k

¡

s=0

k

(,1)

s+k

6c

s

,¡

s=0

k-1

(,1)

s+k-1

6b

s

;¡

s=0

k

(,1)

s+k

6b

s

,¡

s=0

k-1

(,1)

s+k-1

6b

s

V b

k

; 0 .

s

k

wird nun wie folgt konstruiert: Auf a

k

Erzeugern von C

k

definieren wir s

k

zu

Null, den restlichen b

k

Vc

k

,a

k

Erzeugern ordnen wir Erzeuger von C

k-1

zu.

Ker6s

k-1

wa

º

hlen wir nun so, da≠ letztere Erzeuger darin enthalten sind (mo

º

glich da

b

k

:a

k-1

). Die Konstruktion ergibt sich nun iterativ.

'%%%' Mit Bezeichnungen wie zuvor ergibt sich unter Verwendung der Relationen

(2.6)-(2-8) und b

0

V0

8
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c

0

Va

0

+b

0

Vb

0

+b

1

;b

0

c

1

,c

0

Va

1

+b

1

,a

0

,b

0

, (2.6)

;a

1

,b

2

,(a

0

,b

1

) , b

2

;0

Vb

1

,b

0

, (2.7)

c

2

,c

1

+c

0

Va

2

+b

2

,a

1

,b

1

+a

0

+b

0

, (2.6)

;(a

2

,b

3

),(a

1

,b

2

)+(a

0

,b

1

) , b

3

;0

Vb

2

,b

1

+b

0

, (2.7)

6a

c

k

,c

k-1

+c

k-2

,\0c

0

Va

k

+b

k

,a

k-1

,b

k-1

+a

k-2

+b

k-2

,\0a

0

0b

0

;(a

k

,b

k+1

),(a

k-1

,b

k

)+(a

k-2

,b

k-1

),\0(a

0

,b

1

)

Vb

k

,b

k-1

+b

k-2

,\0b

0

P

Die Morse Ungleichungen zeigen, da≠ die Topologie einer glatten

Mannigfaltigkeit die Analysis auf ihr einschra

º

nkt: Eine Morse-Funktion auf einer

Mannigfaltigkeit mit Bettizahlen b

k

mu≠ mindestens b

k

kritische Punkte vom Morse-

Index k besitzen.

BBBeeeiiissspppiiieeelll 222...555 Sei MVTTT

222

der 222---TTTooorrruuusss, eingebettet in den R

3

, wie in Figur 2.1

skizziert. Aus der algebraischen Topologie ist bekannt, da≠ gilt

(2.6) b

0

(T

2

)V1 , b

1

(T

2

)V2 , b

2

(T

2

)V1 .

Sei nun f6:6R

3

CT

2

6!6R, (x,y,z)6*6z, die Ho

º

henfunktion. Diese hat offenbar genau 4

kritische Punkte. Ein Minimum mit Ind

f

(m)V0, zwei Sattelpunkte mit

Ind

f

(m

i

)V1 und ein Maximum mit Ind

f

(M)V2. Dieses Beispiel realisiert also

gerade die, durch die Morse-Ungleichungen gegebene, minimale Anzahl kritischer

Punkte einer beliebigen Morse-Funktion auf T

2

.

9
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Figur 2.1

10
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1.3 Physikalische Motivation

In diesem Paragraphen wollen wir das Konzept der Supersymmetrie in der

Physik skizzieren (siehe z.B. [BL, Ch. 1\3] fu

º

r mehr Details) und motivieren welche

physikalischen Untersuchungen und U

º

berlegungen zu dem Wittenschen Beweis der

Morse-Ungleichungen (siehe Kapitel 2), sowie zum Morse-Witten Komplex (siehe

Kapitel 3) fu

º

hren. Wir orientieren uns hierbei vor allem an den Artikeln

[Wi1],[Wi2],[Wi3]. Im ersten Teil 'SUPERSYMMETRISCHE QUANTENFELD-

THEORIE' (im folgenden SS QFT abgeku

º

rzt) diskutieren wir insbesondere den

Aspekt der spontanen Symmetriebrechung. Indem wir die Ortsabha

º

ngigkeit der

Felder streichen, gelangen wir von der SS QFT zur 'SUPERSYMMETRISCHEN

QUANTENMECHANIK' (SS QM); diesen Begriff diskutieren wir im zweiten Teil.

Er fu

º

hrt zu Wittens deformierter Hodge-Theorie, sowie zum Morse-Witten Komplex.

SSSUUUPPPEEERRRSSSYYYMMMMMMEEETTTRRRIIISSSCCCHHHEEE QQQUUUAAANNNTTTEEENNNFFFEEELLLDDDTTTHHHEEEOOORRRIIIEEE

Wir betrachten im folgenden nur den Fall von 1+1 Dimensionen (d.h. eine

Raum- und eine Zeitdimension), sowie einem SSSuuupppeeerrrsssyyymmmmmmeeetttrrriiieeeooopppeeerrraaatttooorrr QQQ

aaa

(d.h.

NV1, aV1,2 ist6 ein Spinorindex). Der Hilbertraum h einer QFT la

º

≠t sich als

direkte Summe der bosonischen Zusta

º

nde h

b

und der fermionischen Zusta

º

nde h

f

schreiben

(3.1) hVh

f

2h

b

.

Sei NNN

FFF

der Operator der Fermionenzahl, und sei (((,,,111)))

NNN

FFF

der Operator der

Fermionenzahl modulo 2; er sei definiert durch

(,1)

N

F

ªVª , MªJh

b

,

(3.2)

(,1)

N

F

yV,y , MyJh

f

.

Fu

º

r den Supersymmetrieoperator Q

a

soll nun folgende Bedingung gelten

(3.3) {(,1)

N

F

,Q

a

} := (,1)

N

F

Q

a

+Q

a

(,1)

N

F

V0 , aV1,2 ,

d.h. Q

a

bildet h

b

in h

f

und h

f

in h

b

ab. Die SSSuuupppeeerrrsssyyymmmmmmeeetttrrriiieeeaaalllgggeeebbbrrraaa lautet

(3.4) [Q

a

,H] := Q

a

H,HQ

a

V0 , aV1,2 , {Q

1

,Q

2

}V0 ,

d.h. Q

a

ist tatsa

º

chlich ein Symmetrieoperator und fu

º

hrt daher zu einer

Erhaltungsgro

º

≠e. Diese Superladung (vgl. z.B. [IZ, Se. 3-1-3] fu

º

r den analogen Fall

der elektrischen Ladung) ist wie sich herausstellt durch #Fermionen,#Bosonen

11
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gegeben.

Da wir nur eine Raumdimension betrachten, gibt es genau einen Impulsoperator P

und die Supersymmetriealgebra (3.4) ist realisiert durch

(3.5) Q

1

2

VH+P , Q

2

2

VH,P mit {Q

1

,Q

2

}V0 .

Es ergibt sich (mit der Jacobi-Identita

º

t), da≠ die Forderung (3.4) erfu

º

llt ist, sowie

da≠ gilt [Q

a

,P]V0. Durch Addition der ersten beiden Gleichungen in (3.5) erhalten

wir au≠erdem

(3.6) HV

1

2

6(Q

1

2

+Q

2

2

) ,

d.h. H ist positiv semi-definit. Ein Zustand OJh mit

(3.7) Q

a

OV0 , aV1,2 ,

hei≠t iiinnnvvvaaarrriiiaaannnttt uuunnnttteeerrr SSSuuupppeeerrrsssyyymmmmmmeeetttrrriiieee, wir sagen dann das System besitze Super-

symmetrie. Es gilt fu

º

r oJh

(3.8) HoV0 ) Q

a

oV0 , aV1,2 .

Falls also ein supersymmetrieinvarianter Zustand O existiert, so hat er Energie Null

und ist somit der Grundzustand (das Vakuum). Die Supersymmetrie hei≠t ssspppooonnntttaaannn

gggeeebbbrrroooccchhheeennn, falls kein supersymmetrieinvarianter Zustand existiert. In diesem Fall

hat also der Grundzustand positive Energie. Falls Supersymmetrie vorliegt, kann

gezeigt werden, da≠ Fermionen und Bosonen in Dupletts gleicher Masse vorliegen.

Dies wird aber experimentell nicht beobachtet, d.h. Supersymmetrie mu≠ bei den

heutzutage experimentell erreichbaren Energien spontan gebrochen sein.

Um zu entscheiden ob in einem System spontane Supersymmetriebrechung vorliegt,

mu

º

ssen wir also untersuchen, ob der Energieeigenwert Null auftritt. Falls ja, so mu≠

wegen (3.5) der Impulsoperator P auf dem zugeho

º

rigen Eigenraum verschwinden.

Wir beschra

º

nken uns also zur Untersuchung des Energieeigenwerts Null oBdA auf

den Teilraum h

0

von h, auf welchem P identisch Null ist. Auf h

0

Vh

0

f

2h

0

b

vereinfacht sich die Realisierung (3.5) der Supersymmetriealgebra (3.4) zu

(3.9) Q

1

2

VQ

2

2

VH , {Q

1

,Q

2

}V0 ,

es genu

º

gt daher einen der beiden Operatoren Q

1

,Q

2

auf das Auftreten des

Eigenwerts Null zu untersuchen; wir nennen diesen Operator im folgenden Q. Seien

nun

(3.10) nnn

fff

EEE===000

bzw. nnn

bbb

EEE===000

die Anzahl fermionischer bzw. bosonischer Zusta

º

nde mit Energie Null. Der Operator

12
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Q paart fermionische und bosonische Zusta

º

nde nichtverschwindender Energie. Diese

tragen also nicht zu der formalen Gro

º

≠e Tr6(,1)

N

F

bei, also ist formal

(3.11) Tr6(,1)

N

F

Vn

b

E=0

,n

f

E=0

.

Diese Gro

º

≠e betrachten wir aus zwei Gru

º

nden:

i) Sie ist invariant unter Variation der Parameter der betrachteten Theorie

(Volumen, Massen, Kopplungskonstanten), denn U

º

berga

º

nge von Zusta

º

nden

verschwindender in solche mit nichtverschwindender Energie (oder umgekehrt)

mu

º

ssen in Paaren (Boson,Fermion) geschehen. n

b

E=0

,n

f

E=0

a

º

ndert sich also nicht.

Wir ko

º

nnen demnach eine zu ihrer Berechnung bequeme Wahl der Parameter

treffen. Au≠erdem liefert die Berechnung mittels Sto

º

rungstheorie ein exaktes

Ergebnis, denn jeder Korrekturterm zur Energie eines bosonischen Zustands hat

einen entsprechenden fermionischen Korrekturterm zur Folge.

ii) Falls n

b

E=0

,n

f

E=0

W0 ist, existiert offenbar ein Zustand mit Energie Null; die

Supersymmetrie ist also nicht gebrochen.

Wie in Paragraph 2.5 ausgefu

º

hrt, siehe (2.5.5), hat Q bezu

º

glich der Aufspaltung

hVh

f

2h

b

die Gestalt

(3.12) QV

0 A

A

*

0

.

Zusta

º

nde verschwindender Energie sind genau jene in Ker6Q. Bosonische Zusta

º

nde in

Ker6Q sind genau jene in Ker6A, fermionische in Ker6Q genau jene in Ker6A

*

, d.h. es

gilt

(3.13) Vn

b

E=0

,n

f

E=0

dim Ker A, dim Ker A

*

Vdim Ker A, dim Coker A

Vindex A .

Im Fall von Beispiel 2.5.3 ist h die L

2

-Vervollsta

º

ndigung der Menge der glatten

Differentialformen und AVd

,

der Abschlu≠ des Operators der a

º

u≠eren

Differentiation. (h,d) ist nach [Ch, App. Se. 1] ein elliptischer Komplex und index

A daher definiert. Die obige Eigenschaft i) ist nun ein Spezialfall der Invarianz des

Index eines Operators unter bestimmten Deformationen, siehe z.B. [BB].

Witten untersuchte Tr6(,1)

N

F

fu

º

r das nnniiiccchhhtttllliiinnneeeaaarrreee sssuuupppeeerrrsssyyymmmmmmeeetttrrriiisssccchhheee SSSiiigggmmmaaa---

MMMooodddeeellllll [Wi2]. In diesem Modell haben die skalaren Felder Werte in einer

Riemannschen Mannigfaltigkeit M der Dimension n. Lokale Koordinaten ª

1

,\,ª

n

13
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auf M beschreiben n skalare Felder (d.h. neutral und bosonisch), g

ij

sei die Metrik

auf M in diesen Koordinaten. Die Lagrange-Funktion fu

º

r n freie, massive

Superfelder

f

i

V

ª

i

y

i

lautet ausgedru

º

ckt in den Komponentenfeldern ª

i

,y

i

nach [Wi3]

(3.14) LV$d

2

x B

1

2

g

ij

s

m

ª

i

s

m

ª

j

+

i

2

g

ij

y

,

i

g

k

D

k

y

j

+

1

8

R

ijkl

ay

,

i

6y

k

6y

,

j

6y

l

,

1

2

g

ij

s(t

~

f)

sª

i

/

s(t

~

f)

sª

j

,

1

2

s

2

(t

~

f)

sª

i

sª

j

y

,

i

6y

j

K , m,kV0,\,3 ,

hierbei sind g

k

Dirac-Matrizen, D

k

eine kovariante Ableitung nach der k-ten

Koordinate, y

i

antikommutierende Vektorfelder auf M, R

ijkl

der Kru

º

mmungstensor

von M und f ist eine Morse-Funktion auf M (das Superpotential), t

~

JR

+

ist ein

Parameter. Wir wa

º

hlen auf M eine Metrik, die lokal bei den kritischen Punkten

Crit6f von f flach ist und bezu

º

glich der die Hesse-Matrix (s

2

(t

~

f)/sª

i

sª

j

) von t

~

f

diagonal ist (Morse-Koordinaten). In der Na

º

he der kritischen Punkte beschreibt

(3.14) eine QFT mit n freien Bosonen der Masse 2

{

und n freien Fermionen deren

Massen gerade durch die (nichtverschwindenden) Eigenwerte der Hesse-Matrix von

t

~

f gegeben sind, siehe z.B. [BL, Se. 2.5]. Der vorletzte Term

t

~

2

2

6|zf|

2

stellt das

effektive Potential in der Sto

º

rungstheorie 1. Ordnung (Feynman Baumdiagramme)

dar. Er verschwindet genau auf Crit6f, d.h. wir haben #Crit6f Vakua.

Es bleibt festzulegen welche der Vakua bosonisch und welche fermionisch sind.

Wittens physikalische U

º

berlegungen in [Wi2, Se. 10] fu

º

hren dazu, da≠ er jene Vakua

bosonisch bzw. fermionisch nennt, deren zugeho

º

riger kritischer Punkt von f geraden

bzw. ungeraden Morse-Index besitzt. Hieraus ergibt sich

(3.15) Tr6(,1)

N

F

V¡

xJCritf

(,1)

Ind

f

(x)

V¡

k=0

n

(,1)

k

6c

k

Vc(M) ,

wobei c

k

die Anzahl von xJCrit6f mit Morse-Index k bezeichnet. c(M) ist die

Eulercharakteristik von M und ist eine topologische Invariante. Dies verdeutlicht

noch einmal die Unabha

º

ngigkeit von Tr6(,1)

N

F

von den Parametern der Theorie.

Damit haben wir ein einfaches Kriterium dafu

º

r, da≠ Supersymmetrie nicht spontan

gebrochen ist, na

º

mlich c(M)W0.

14
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SSSUUUPPPEEERRRSSSYYYMMMMMMEEETTTRRRIIISSSCCCHHHEEE QQQUUUAAANNNTTTEEENNNMMMEEECCCHHHAAANNNIIIKKK

Indem wir nun die Ortsabha

º

ngigkeit der Felder in (3.14) streichen, gehen wir von

der QFT zur QM u

º

ber. Wir erhalten folgenden Ausdruck (beachte: in (3.14) ist

d

2

xVdx6dt)

(3.16) IVl$dt B

1

2

g

ij

s

t

ª

i

s

t

ª

j

+6

i

2

g

ij

y

,

i

g

0

D

t

y

j

+

1

8

R

ijkl

ay

,

i

6y

k

6y

,

j

6y

l

,

1

2

t

~

2

g

ij

sf

sª

i

/

sf

sª

j

,

1

2

t

~

s

2

f

sª

i

sª

j

y

,

i

6y

j

K .

l ist das Volumen der Raumkomponente unserer (1+1)-dimensionalen Raumzeit.

Wir interpretieren den Integranden als Lagrange-Funktion L(ª

i

,ª

/

i

,y

j

,y

/

j

). Durch eine

Legendretransformation gehen wir u

º

ber zur entsprechenden Hamilton-Funktion und

anschlie≠end quantisieren wir das System kanonisch: ª

i

*ª

i

, p

ª

i

*,i/d/dª

i

, die y

j

betrachten wir als Operatoren mit folgenden Antikommutationsrelationen

(3.17) {y

i

,y

j

}V0V{(y

i

)

*

,(y

j

)

*

} , {y

i

,(y

j

)

*

}Vg

ij

.

Mit unserer speziell gewa

º

hlten Metrik ergibt sich lokal bei Crit6f (Metrik flach )

R

ijkl

V0) der Hamiltonoperator (modulo dem konstanten Faktor l/2)

(3.18) VH

t

~

f+t

~

2

|zf|

2

+t

~

s

2

f

sª

i

sª

j

[(a

i

)

*

, a

j

] ,f Laplace-Op.

Vd

t

~

*

d

t

~

+d

t

~

d

t

~

*

, d

t

~

6:=6e

-t

~

f

de

t

~

f

, s. Kap. 2.2

V(d

t

~

+d

t

~

*

)

2

, d

t

~

2

V0V(d

t

~

*

)

2

VQ

2

, (3.9) .

Witten [Wi2, p. 309] interpretierte die Operatoren (y

j

)

*

bzw. y

j

als

Fermionenerzeuger bzw. -vernichter und den (Pra

º

-)Hilbertraum dieses

quantenmechanischen Systems als den Raum der glatten Differentialformen L(M)

auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Wie in Kapitel 2.2 sind (a

j

)

*

6:=6(y

j

)

*

bzw.

a

j

6:=6y

j

die Operatoren der a

º

u≠eren bzw. inneren Multiplikation auf L(M).

Das Studium von Ker6H

t

~

fu

º

hrte Witten in [Wi3] zuna

º

chst zum Beweis der

schwachen Morse-Ungleichungen; dieser Beweis ist in Kapitel 2 detailliert dargestellt

(t

~

ist dort mit t bezeichnet). Witten argumentierte, da≠ die Eigenformen von H

t

~

zum Eigenwert 0 fu

º

r gro≠es t

~

bei Crit6f lokalisiert sein mu

º

ssen, und er approximierte

H

t

~

dort durch einen Operator (im wesentlichen die direkte Summe von

harmonischen Oszillatoren) dessen Kern explizit berechenbar ist. Die starken Morse-

15
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Ungleichungen beweisen wir in Kapitel 2.5 und 2.6 mittels den

Supersymmetrieeigenschaften unseres Systems.

Witten wollte nun das tiefliegende Spektrum von H

t

~

noch genauer analysieren,

indem er die obige Approximation durch Beru

º

cksichtigung von TTTuuunnnnnneeellleeeffffffeeekkkttteeennn

(IIInnnssstttaaannntttooonnneeennn) zu verbessern gedachte. Die Interpretation von Matrixelementen

<q

2

,t

2

|q

1

,t

1

> mittels des Feynman Pfadintegrals (siehe z.B. [IZ, Ch. 9]) zeigt,

da≠ die wesentlichen Beitra

º

ge von den Lo

º

sungen der klassischen

Bewegungsgleichungen herru

º

hren. Es gilt also (nun in invarianter Notation)

(3.19) I(ª)V

l

2

$

,r

r

dt B|ª

/

(t)|

2

+t

~

2

|zf(ª(t))|

2

K

zu minimieren. Hierbei sei ªJC

r

(M,R) und es gelte fu

º

r x,yJCrit6f

(3.20) lim

t!,r

ª(t)Vx und lim

t!+r

ª(t)Vy .

Die Lo

º

sungen dieses Variationsproblems sind genau die Trajektorien des negativen

Gradientenflusses der Morse-Funktion f auf M, welche von x nach y fu

º

hren. Wir

sehen dies folgenderma≠en ein: Es ist

(3.21) ª

/

0 t

~

zf(ª)

62

V ª

/

62

0 2t

~

<zf(ª)6,6ª

/

>+ t

~

/zf(ª)

62

und

(3.22) <zf(ª(t))6,6

dª

dt

>Vdf(ª(t)) (

dª

dt

)V

d

dt

f(ª(t)) .

Damit erhalten wir

(3.23) VI(ª)

l

2

$

,r

r

dt

dª

dt

0 t

~

zf(ª)

62

1

l

2

$

,r

r

dt B 2t

~

/

d

dt

f(ª) K

V

l

2

$

,r

r

dt

dª

dt

0 t

~

zf(ª)

62

1 l t

~

/(f(y),f(x))

;1 l t

~

/(f(y),f(x)) .

Die absoluten Minima bei vorgegebenen Endpunkten x,yJCrit f sind also die

Lo

º

sungen von

(3.24)

d

dt

ª(t)V0t

~

/zf(ª(t)) .

Wir wa

º

hlen das ',' Zeichen, dann ist f la

º

ngs Lo

º

sungen von (3.24) monoton fallend.

Witten zeigt, da≠ fu

º

r den Instantonkorrekturterm nur jene Lo

º

sungen von (3.24)

relevant sind mit Ind

f

(x),Ind

f

(y)V1. Nun erinnern wir uns daran (Thm 2.4), da≠

16
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die starken Morse-Ungleichungen a

º

quivalent dazu sind, da≠ die kritischen Punkte

von f ein Modell der Homologie von M beschreiben und zwar in folgendem Sinn:

Seien C

k

6, kV0,\,n6, freie abelsche Gruppen erzeugt von den kritischen Punkten

von f vom Morse-Index k. Die starken Morse-Ungleichungen sind nun a

º

quivalent

zur Existenz eines Operators s

k

6:6C

k

!C

k-1

mit s

k-1

vs

k

V0, so da≠ die Bettizahlen

bezu

º

glich der Homologie von s gleich denen der singula

º

ren Homologie von M sind.

Die Morse-Ungleichungen liefern jedoch keine kanonische Form fu

º

r den

Randoperator s. Die Idee ist nun die zuvor diskutierten Tunnelpfade zur

Konstruktion von s zu verwenden. Dies geschieht in Kapitel 3. Dort skizzieren wir

zuna

º

chst den Beweis von s

k-1

vs

k

V0; dieses Resultat wurde in [Wi3] als plausibel

betrachtet, jedoch nicht bewiesen. Ein detaillierter Beweis findet sich in [We]. Da≠

die Homologie bezu

º

glich s kanonisch isomorph zur singula

º

ren Homologie von M ist,

werden wir ebenfalls nur skizzieren. Die Details fu

º

r diesen Beweis sind noch nicht

vollsta

º

ndig ausgearbeitet, mittels anderer (indirekter) Zuga

º

nge wurde ein

Isomorphismus jedoch bereits mehrfach bewiesen, siehe [Mi] [Fl1] [Sa] [Sch].

Wir schlie≠en nun diese skizzenhafte Exkursion u

º

ber die physikalischen

Hintergru

º

nde und Untersuchungen die Witten zu seinem neuen Beweis der Morse-

Ungleichungen fu

º

hrten und kehren im folgenden zu mathematischer Strenge zuru

º

ck.

17



In diesem Kapitel wollen wir die Morse-Ungleichungen, sowohl in der schwachen,

als auch in der starken Form beweisen. Wir folgen hierbei den Ideen von E. Witten

[Wi3].

In PPPaaarrraaagggrrraaappphhh 222...111 rufen wir uns die Grundzu

º

ge der Hodge-Theorie in Erinnerung.

Wir bilden den Abschlu≠ des Raumes L

p

(M) der p-Differentialformen auf der

Mannigfaltigkeit M bezu

º

glich eines inneren Produkts </,/>

p

und erhalten einen

Hilbertraum L

,

p

(M). Wir definieren den Laplace-Beltrami-Operator L als Abschlu≠

in L

,

p

(M) des Operators dd

*

+d

*

d auf L

p

(M). L ist selbstadjungiert, positiv und

von unten durch Null beschra

º

nkt. Es gilt

dim Ker LVb

p

.

In PPPaaarrraaagggrrraaappphhh 222...222 betrachten wir Wittens deformierten Laplace-Operator. Wir

konjugieren die a

º

u≠ere Differentiation d mit e

,tf

(f sei eine Morse-Funktion, tJR)

und definieren L

t

analog zu L

dt

:= e

,tf

d e

tf

, L

t

:= d

t

d

t

*

+d

t

*

d

t

.
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Fu

º

r L

t

gelten entsprechende Resultate wie fu

º

r L, insbesondere

dim Ker L

t

Vb

p

.

Unter Verwendung einer mittels Morse-Koordinaten konstruierten Metrik berechnen

wir L

t

zu

L

t

V L+ t

2

/ df

62

+ t/A ,

wobei A ein beschra

º

nkter Operator nullter Ordnung ist. Die beiden letzten Terme

interpretieren wir als Potential. Fu

º

r gro≠es t sind die lokalen Minima genau durch

die kritischen Punkte von f gegeben. Es ist nun naheliegend, da≠ sich der t!r

Limes von L

t

als direkte Summe2

a

6K

(a)

von harmonischen Oszillatoren K

(a)

ergibt,

welche bei den kritischen Punkten von f lokalisiert sind.

In PPPaaarrraaagggrrraaappphhh 222...333 zeigt sich, da≠ diese Vermutung richtig ist. Den t!r Limes

nennen wir quasiklassischen Limes. Fu

º

r gro≠es t vereinfacht sich das Spektrum von

L

t

, es spaltet in einen tiefliegenden und einen hochliegenden Anteil auf. Die

Eigenwerte in ersterem wachsen schwa

º

cher als t, jene in letzterem mindestens wie t.

In PPPaaarrraaagggrrraaappphhh 222...444 werden wir die schwachen Morse-Ungleichungen beweisen. Wir

analysieren hierzu den quasiklassischen Limes 2

a

6K

(a)

von L

t

. Es stellt sich heraus,

da≠ jeder Summand K

(a)

genau eine Eigenfunktion (-form) zum Eigenwert Null

besitzt. Diese ist bei einem kritischen Punkt x

(a)

von f lokalisiert. Sie ist eine

Differentialform vom Grad Ind

f

(x

(a)

). Es ergibt sich

dim Ker2

a

6K

(a)

V c

p

:= # {xJM|df(x)V0 , Ind

f

(x)Vp} .

Das asymptotische Verhalten der Eigenwerte von L

t

liefert c

p

;b

p

.

In PPPaaarrraaagggrrraaappphhh 222...555 definieren wir den Begriff 'Supersymmetrische

Quantenmechanik'. Die Bedeutung dieser Theorie fu

º

r den Beweis der starken Morse-

Ungleichungen liegt darin, da≠ fu

º

r nichtverschwindende Eigenwerte von L

t

die

zugeho

º

rigen Eigenformen in Paaren (p gerade6,6p ungerade) oder physikalisch

ausgedru

º

ckt (bosonisch6,6fermionisch) auftreten (p sei der Grad der Form).

In PPPaaarrraaagggrrraaappphhh 222...666 werden die starken Morse-Ungleichungen bewiesen.

19
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2.1 Der Laplace-Beltrami-Operator L

In diesem Paragraphen soll der Laplace-Beltrami Operator L definiert werden.

Dies geschieht in Verallgemeinerung des bekannten Laplace-Operators

¡

iV1

n

s

2

/s(x

i

)

2

auf dem R

n

mit dem euklidischen Skalarprodukt. Wir konstruieren

zuna

º

chst ein L

2

-inneres Produkt </,/>

p

auf den glatten p-Formen L

p

(M) und

bilden dann die Vervollsta

º

ndigung L

,

p

(M) bezu

º

glich dieses inneren Produkts.

Anschlie≠end definieren wir den Operator L6:6D(L)BL

,

p

(M)6!6L

,

p

(M) als Abschlu≠

des Operators d

*

d+dd

*

6: 6L

p

(M)6!6L

p

(M) im Hilbertraum (L

,

p

(M)6,</,/>

p

).

Am Ende zeigen wir ein Hauptresultat der Hodge-Theorie, na

º

mlich

(1.1) b

p

:= dim H

p

DR

(M;R) = dim Ker L .

Wir setzen ab jetzt voraus, da≠ unsere glatte, geschlossene Mannigfaltigkeit M

n

zusa

º

tzlich orientierbar sei und wa

º

hlen eine feste Orientierung von M

n

. Eine

OOOrrriiieeennntttiiieeerrruuunnnggg vvvooonnn MMM

nnn

besteht aus einem Atlas {(ª

a

,U

a

)}

aJA

6, so da≠ die

Jacobimatrizen der U

º

bergangsabbildungen

(1.2) ª

i

vª

j

-1

: ª

j

(U

i

DU

j

)BR

n

! ª

i

(U

i

DU

j

)BR

n

positive Determinante besitzen.

Weiter wa

º

hlen wir eine Riemannsche Metrik g auf M. Eine solche existiert aufgrund

der Kompaktheit von M (u

º

blicher Beweis: Wa

º

hle endlichen Atlas {(ª

a

,U

a

)}

aJA

und eine untergeordnete Zerlegung der Eins {r

a

}

aJA

6. g

m

(/,/)6:=

¡

aJA

r

a

(m)/(ª

a

,1

)

*

</,/> ist eine Metrik auf M, </,/> bezeichne z.B. die

euklidische Metrik auf R

n

, siehe z.B. [We, S. 13]).

DDDAAASSS LLL

222

---IIINNNNNNEEERRREEE PPPRRROOODDDUUUKKKTTT AAAUUUFFF LLL

ppp

(((MMM)))

Die Metrik g auf M liefert fu

º

r jedes mJM ein inneres Produkt g

m

(/,/) auf

T

m

M, welches glatt von m abha

º

ngt; d.h. fu

º

r X,YJxxx(((MMM)))6:=6{glatte Vektorfelder auf

M} ist g

m

(X(m),Y(m))Jfff(((MMM)))6:=6C

r

(M,R). Mittels des folgenden Lemmas erhalten

wir ein inneres Produkt auf T

m

*

M.

LLLeeemmmmmmaaa 111...111 [O'N, Kap.3 Prop.10] Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit,

dann ist durch

i : 8(M) ! L

1

(M)

V * g(V,/)

20
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ein Isomorphismus definiert.

BEWEIS IIInnnjjjeeekkktttiiivvviiitttaaa

ººº

ttt Seien V,WJ8(M) und sei i(V)Vi(W), d.h.

g(V,X)Vg(W,X), MXJ8(M)

& g(V,W,X)V0 , MXJ8(M)

& V,WV0 , wegen der Nichtdegeneriertheit von g.

SSSuuurrrjjjeeekkktttiiivvviiitttaaa

ººº

ttt Sei hJL

1

(M), nun ist die Existenz eines VJ8(M) zu zeigen mit

h(/)Vg(V,/). Sei (U,ªV(x

1

,\,x

n

)) eine Karte von M. In U ergibt sich hVh

i

dx

i

,

und wir definieren

(1.3) V := g

ij

h

i

s

j

,

wobei ((g

ij

)) die inverse Matrix von ((g

ij

))V((g(s

i

,s

j

))) ist. Es genu

º

gt zu zeigen

h(s

k

)Vg(V,s

k

).

g(V,s

k

)Vg(g

ij

h

i

s

j

,s

k

)Vg

ij

h

i

g

jk

Vh

i

d

i

k

Vh

k

Vh(s

k

) .

V ist in U aufgrund der Injektivita

º

t von i eindeutig festgelegt. In einer Karte (U

[

,y)

erhalten wir analog ein V

[

J8(U

[

). Auf UDU

[

mu≠ gelten: VVV

[

. Die lokal

konstruierten Vektorfelder sind also auf dem U

º

berlapp zweier Karten identisch, sie

definieren daher ein globales Vektorfeld. P

Mittels der inversen Abbildung

(1.4) i

-1

: L

1

(M) ! 8(M)

beziehungsweise

(1.5) i

-1

|

m

: T

m

*

M ! T

m

M

ko

º

nnen wir das innere Produkt g

m

von T

m

M nach T

m

*

M zuru

º

ckziehen:

</,/>

1

m

: T

m

*

M6x6T

m

*

M ! R

(1.6) <<<ooo

111

,,,ooo

222

>>>

111

mmm

:= g

m

(i

-1

|

m

o

1

,i

-1

|

m

o

2

) , Mo

1

,o

2

JT

m

*

M .

</,/>

1

m

ha

º

ngt insbesondere glatt vom Fu≠punkt mJM ab (dies ergibt sich aus

(1.3)).

Mit diesem inneren Produkt auf T

m

*

M definieren wir nun ein inneres Produkt

</,/>

p

m

auf L

p

(T

m

*

M), dem p-fachen antisymmetrischen Tensorprodukt von

T

m

*

M.

Sei {o

1

(m),\,o

n

(m)} eine OOONNNBBB (Orthonormalbasis) von T

m

*

M, dann bildet

(1.7) {o

i

1

(m)P\Po

i

p

(m)|1:i

1

<i

2

<\<i

p

:n}

eine Basis von L

p

(T

m

*

M). Wir deklarieren diese Basis nun als orthonormal und
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erhalten so ein iiinnnnnneeerrreeesss PPPrrroooddduuukkkttt aaauuufff LLL

ppp

(((TTT

mmm

***

MMM)))

(1.8) <<<///,,,///>>>

ppp

mmm

: L

p

(T

m

*

M)6x6L

p

(T

m

*

M) ! R .

Die Unabha

º

ngigkeit dieses inneren Produkts von der zu seiner Definition gewa

º

hlten

ONB von T

m

*

M ergibt sich aus der folgenden Proposition, welche eine

basisunabha

º

ngige Formel fu

º

r </,/>

p

m

liefert.

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 111...222 [CFKS, Se. 11.3] Seien l

1

,\,l

p

,r

1

,\,r

p

JT

m

*

M, dann gilt

<l

1

P\Pl

p

,r

1

P\Pr

p

>

m

p

Vdet ((<l

i

,r

j

>

m

1

))

i,jJ{1,\,p}

BEWEIS Sei {o

1

,\,o

n

} eine ONB von T

m

*

M und seien i

1

,\,i

p

J{1,\,n} mit

i

r

Wi

s

fu

º

r rWs, dann ist

(1.9) V<l

1

P\Pl

p

,o

i

1

P\Po

i

p

>

m

p

<l

1

k

1

o

k

1

P\Pl

p

k

p

o

k

p

,o

i

1

P\Po

i

p

>

m

p

Vl

1

k

1

\l

p

k

p

<o

k

1

P\Po

k

p

,o

i

1

P\Po

i

p

>

m

p

V ¡

Permutationen p

von {i

1

,\,i

p

}

l

1

p(1)

\l

p

p(p)

/(,1)

sgn6p

,

wobei sgn6p gleich 0 ist fu

º

r gerade Permutationen und gleich 1 fu

º

r ungerade. Weiter

gilt

(1.10) det ((<l

r

,o

i

j

>

m

1

))

r,jJ{1,\,p}

V

V ¡

Perm.p von

{i

1

,\,i

p

}

(,1)

sgn6p

/<l

1

,o

p(1)

>

m

1

\<l

p

,o

p(p)

>

m

1

, [BS, 2.4.4.2.2]

V ¡

Perm. p von

{i

1

,\,i

p

}

(,1)

sgn6p

/l

1

k

1

<o

k

1

,o

p(1)

>

m

1

ruuuuuuuusuuuuuuuut

Vd

k

1

,p(1)

\l

p

k

p

<o

k

p

,o

p(p)

>

m

1

ruuuuuuuusuuuuuuuut

Vd

k

p

,p(p)

V ¡

Perm. p von

{i

1

,\,i

p

}

(,1)

sgn6p

/l

1

p(1)

\l

p

p(p)

.

Es ist also fu

º

r i

1

,\,i

p

J{1,\,p}

(1.11) <l

1

P\Pl

p

,o

i

1

P\Po

i

p

>

m

p

Vdet ((<l

r

,o

i

j

>

m

1

))

r,jJ{1,\,p}

.

Nun ist

<l

1

P\Pl

p

,r

1

P\Pr

p

>

m

p

V

22
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V<l

1

P\Pl

p

,r

1

k

1

o

k

1

P\Pr

p

k

p

o

k

p

>

m

p

Vr

1

k

1

\r

p

k

p

/det ((<l

r

,o

k

j

>

m

1

))

r,jJ{1,\,p}

, (1.11)

Vr

1

k

1

\r

p

k

p

/

<l

1

,o

k

1

>

m

1

\ <l

1

,o

k

p

>

m

1

a a

<l

p

,o

k

1

>

m

1

\ <l

p

,o

k

p

>

m

1

V

<l

1

,r

1

>

m

1

\ <l

1

,r

p

>

m

1

a a

<l

p

,r

1

>

m

1

\ <l

p

,r

p

>

m

1

, Spaltenlin.

von det

Vdet ((<l

i

,r

j

>

m

1

))

i,jJ{1,\,p}

. P

Sei nun mJM und U(m)BM eine hinreichend kleine Umgebung von m, dann

existieren auf U orthonormale Vektorfelder e

1

,\,e

n

6, d.h. g

m

(e

i

(m),e

j

(m))Vd

ij

fu

º

r

jedes mJM. {e

1

,\,e

n

} hei≠t RRRaaahhhmmmeeennn vvvooonnn TTTUUU ("frame") und im Falle

(1.12) [e

1

(m),\,e

n

(m)]V[T

m

M]

ooorrriiieeennntttiiieeerrrttteeerrr RRRaaahhhmmmeeennn vvvooonnn TTTUUU. Hierbei bezeichnet [\] die Orientierung (der linearen

Hu

º

lle) eines Objekts, [T

m

M] sei die vorher fixierte Orientierung von M, siehe (1.2).

Die Existenz eines Rahmens auf einer hinreichend kleinen Umgebung UBM,

ko

º

nnen wir auf zweierlei Weise einsehen: 1) Wa

º

hle lokale Koordinaten (x

1

,\,x

n

) auf

U und wende das Gram-Schmidt Verfahren auf s

1

,\,s

n

an und ordne no

º

tigenfalls

die Koordinaten neu, um die gewu

º

nschte Orientierung zu erhalten. 2) Wa

º

hle

Normalkoordinaten (x

1

,\,x

n

) auf U(m), d.h. g

m

(s

i

,s

j

)Vd

ij

6, und verschiebe die

ONB {s

1

,\,s

n

} von T

m

M la

º

ngs der von m ausgehenden Geoda

º

ten parallel, siehe

[O'N, Ch. 2, frame fields].

Mittels des Isomorphismus aus Lemma 1.1 erhalten wir aus einem Rahmen

{e

1

,\,e

n

} von TU einen Rahmen

(1.13) {o

1

,\,o

n

}

von T

*

U.

Nun beno

º

tigen wir den Begriff eines VVVooollluuummmeeennneeellleeemmmeeennntttsss auf M, siehe z.B. [O'N, Ch.

7, volume elements]. Dies ist eine glatte n-Form o mit

(1.14) o(e

1

,\,e

n

)V01 ,
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fu

º

r jeden Rahmen {e

1

,\,e

n

} auf M. Volumenelemente existieren lokal:

LLLeeemmmmmmaaa 111...333 [O'N, Ch. 7, Lemma 19] Sei (U,ªV(x

1

,\,x

n

)6:6U6!6R

n

) eine Karte von

M, so da≠ auf U ein Rahmen von TUexistiert, dann existiert auf U ein

Volumenelement o

ª

mit o

ª

(s

1

,\,s

n

)V|det6(g

ij

)|

1/2

, d.h.

o

ª

V|det6(g

ij

)|

1/2

dx

1

P\Pdx

n

.

BEWEIS Vektorfelder X

1

,\,X

n

auf U lassen sich schreiben als X

j

VX

i

j

6s

i

6, wir

definieren

(1.15) o

ª

(X

1

,\,X

n

) := det(X

i

j

)/|det(g

ij

)|

1/2

.

Aus den Eigenschaften von det ergibt sich, da≠ hierdurch genau eine n-Form auf U

definiert wird.

Sei {e

1

,\,e

n

} ein Rahmen von TU, dann ergibt sich

d

ij

Vg(e

i

6,6e

j

)Vg(e

r

i

6s

r

6,6e

s

j

6s

s

)Ve

r

i

6g

rs

6e

s

j

.

Wir nehmen von diesem Ausdruck die Determinante und erhalten

1V(det6(e

i

j

))

2

/det6(g

ij

) .

Also gilt

o

ª

(e

1

,\,e

n

) Vdet6(e

i

j

)/|det6(g

ij

)|

1/2

V0|det6(g

ij

)|

-1/2

/|det6(g

ij

)|

1/2

V01 . P

Die soeben in Karten definierten Volumenelemente stimmen auf dem U

º

berlapp

zweier Karten u

º

berein. Im Falle der Orientierbarkeit von M definieren sie global ein

Volumenelement auf M:

LLLeeemmmmmmaaa 111...444 [O'N, Ch. 7, Lemma 20] (M

n

,g) besitzt genau dann ein globales

Volumenelement, falls M orientierbar ist.

BEWEIS Wir zeigen nur die Richtung "%", da wir "&" nicht beno

º

tigen. Sei also M

orientierbar, d.h. M hat einen orientierten Atlas, so da≠ fu

º

r Karten

(U,ªV(x

1

,\,x

n

)) und (V,yV(y

1

,\,y

n

)) mit UDVWL gilt

det B

s(x

1

,\,x

n

)

s(y

1

,\,y

n

)

K>0 .

Die lokalen Volumenelemente o

ª

und o

y

stimmen auf UDV u

º

berein: Seien

X

1

,\,X

n

Vektorfelder auf UDV, dann ist

o

ª

(X

1

,\,X

n

)Vdet6(X

i

j

)/|det6(g

ij

)|

1/2

,
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wobei X

i

j

die Komponenten von X

j

bezu

º

glich der durch ªV(x

1

,\,x

n

) gegebenen

Basis {s

1

,\,s

n

} des Tangentialraumes von M sind. Seien nun X

[

i

j

die Komponenten

von X

j

bezu

º

glich der durch yV(y

1

,\,y

n

) gegebenen Basis {s

[

1

,\,s

[

n

}, dann gilt

(wegen der Unabha

º

ngigkeit von det von der Wahl einer Basis)

det6(X

i

j

)/|det6(g

ij

)|

1/2

Vdet6(X

[

i

j

)/|det6(g

[

ij

)|

1/2

Vo

y

(X

1

,\,X

n

) .

Da die lokalen Volumenelemente auf dem Kartenu

º

berlapp u

º

bereinstimmen,

definieren sie global ein Volumenelement o. P

Nun definieren wir die IIInnnttteeegggrrraaatttiiiooonnn eeeiiinnneeerrr DDDiiiffffffeeerrreeennntttiiiaaalllfffooorrrmmm u

º

ber die orientierte,

geschlossene Mannigfaltigkeit M

n

. Wir orientieren M indem wir einen orientierten

Atlas aV{(ª

a

,U

a

)}

aJA

wa

º

hlen, d.h. einen Atlas, so da≠ die Determinanten der

Jacobi-Matrizen aller U

º

bergangsabbildungen dasselbe Vorzeichen haben. Sei

{r

a

}

aJA

eine {U

a

}

aJA

uuunnnttteeerrrgggeeeooorrrdddnnneeettteee ZZZeeerrrllleeeggguuunnnggg dddeeerrr EEEiiinnnsss, d.h. [O'N, Ch. 1,

partition of unity]

i) r

a

Jf(M) ,

ii) 0:r

a

:1 ,MaJA ,

iii) {supp6r

a

6|6aJA} ist llloookkkaaalll eeennndddllliiiccchhh, d.h. jedes mJM besitzt eine Umgebung,

die in nur endlich vielen Tra

º

gern der r

a

enthalten ist ,

iv)¡

aJA

6r

a

\1 ,

v) supp6r

a

BU

a

, MaJA .

Sei bJLLL

nnn

(((MMM)))6:=6C

r

(P

n

T

*

M), also eine glatte n-Form auf M, wir definieren

(1.17) :::===$$$

MMM

bbb ¡

a

$

U

a

r

a

/b

V¡

a

$

R

n

(ª

a

-1

)

*

(r

a

/b) d

n

x

V¡

a

$

R

n

r

a

vª

a

-1

(x)/ ((ª

a

-1

)

*

b)(s/sx

1

,\,s/sx

n

)

ruuuuuuuuuuuuuuusuuuuuuuuuuuuuuut

b( Dª

a

-1

6s/sx

1

ruuuusuuuut

s

1

,\, Dª

a

-1

6s/sx

n

ruuuusuuuut

s

n

)

d

n

x

V¡

a

$

R

n

r

a

vª

a

-1

(x)/fvª

a

-1

(x) d

n

x ,

wobei wir im letzten Schritt die Darstellung von b in Koordinaten auf U

a

25
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bVf(x)/dx

1

P\Pdx

n

verwendeten.

LLLeeemmmmmmaaa 111...444 [BT, Ch. I, Prop. 3.3] %

M

b ist unabha

º

ngig vom orientierten Atlas

aV{(ª

a

,U

a

)}

aJA

und der Zerlegung der Eins {r

a

}

aJA

.

BEWEIS Sei {(y

g

,V

g

)}

gJC

ein anderer orientierter Atlas von M und {c

g

}

gJC

eine

{V

g

}

gJC

untergeordnete Zerlegung der Eins, dann ist

$

M

bV¡

a

$

U

a

r

a

/b V

!

g

c

g

V1

¡

a,g

$

U

a

r

a

/c

g

ijk

supp\BU

a

DV

g

/b

V¡

a,g

$

V

g

r

a

/c

g

/b V

!

a

r

a

V1

¡

g

$

V

g

c

g

/bV $

M

b P

Nun ko

º

nnen wir ein inneres Produkt auf LLL

ppp

(((MMM))), dem RRRaaauuummm dddeeerrr ggglllaaatttttteeennn

DDDiiiffffffeeerrreeennntttiiiaaalllfffooorrrmmmeeennn auf der Mannigfaltigkeit M, definieren.

LLLeeemmmmmmaaa 111...666 Seien a,bJL

p

(M) und sei o das Volumenelement auf M, dann ist durch

<<<aaa,,,bbb>>>

ppp

:= $

M

<a(m),b(m)>

p

m

o

ein iiinnnnnneeerrreeesss PPPrrroooddduuukkkttt auf dem Modul L

p

(M) u

º

ber dem Ring f(M) der glatten

Funktionen auf M gegeben. Das hei≠t es gelten Ma,b,gJL

p

(M)

i) Linearita

º

t: <a,bb+cg>

p

Vb<a,b>

p

+c<a,g>

p

, Mb,cJf(M) ,

ii) Symmetrie: <a,b>

p

V<b,a>

p

,

iii) Positive Definitheit: <a,a>

p

;0 und <a,a>

p

V0 ) aV0 .

BEWEIS i) Linearita

º

t folgt aus der punktweisen Linearita

º

t von </,/>

p

m

6, sowie

der Linearita

º

t des Integrals.

ii) Symmetrie folgt aus der punktweisen Symmetrie von </,/>

p

m

6.

iii) _Sei {(ª

a

,U

a

)}

aJA

eine orientierte U

º

berdeckung von M mittels

Normalkoordinaten und {r

a

}

aJA

eine untergeordnete Zerlegung der Eins, dann ist

<a,a>

p

V$

M

<a(m),a(m)>

p

m

oV¡

a

$

U

a

r

a

/<a(m),a(m)>

p

m

o

V¡

a

$

R

n

r

a

vª

a

-1

(x)

illlljllllk

;0

/ o|

ª

a

-1

(x)

(s

1

,\,s

n

)

illlllllllljllllllllllk

V1

/ <a|

ª

a

-1

(x)

,a|

ª

a

-1

(x)

>

p

m

illlllllllllllllljllllllllllllllllk

;0

d

n

x; 0 ,
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da der Integrand nicht negativ ist.

_Sei aV0, dann ist <0,0>

p

V%

M

0/oV0.

_Sei umgekehrt %

M

<a(m),a(m)>

p

m

oV06. Dieses Integral ergibt sich wie zuvor

gezeigt als Summe von Integralen mit nicht negativen stetigen Integranden, es folgt

daher <a(m),a(m)>

p

m

V0 MmJM und damit, wegen der Nichtdegeneriertheit

von </,/>

p

m

6, aV0. P

Nun noch einige Bemerkungen zum HHHooodddgggeee---***---OOOpppeeerrraaatttooorrr

LLLeeemmmmmmaaa 111...777 [CFKS, Prop. 11.9] Sei o die Volumenform auf der orientierten

Riemannschen Mannigfaltigkeit (M

n

,g), dann gilt: Fu

º

r jedes bJP

p

(T

m

*

M) existiert

genau ein *bJP

n-p

(T

m

*

M)6, so da≠

<a,*b>

n-p

m

V<bPa,o>

n

m

, MaJP

n-p

(T

m

*

M) .

Die punktweise definierte Abbildung *6:6P

p

(T

m

*

M)6!6P

n-p

(T

m

*

M) kann als Abbildung

von L

p

(M)6!6L

n-p

(M) aufgefa≠t werden (selbe Bezeichnung *), indem wir zu ihrer

Auswertung die punktweise definierten Abbildungen benutzen (diese ha

º

ngen glatt von

mJM ab ). Es gelten Ma,bJL

p

(M) MgJL

n-p

(M)

a) Linearita

º

t: *(a+b)V*a+*b , *(fa)Vf(*a) , MfJf(M) ,

b) <*6a(m),*6b(m)>

n-p

m

V<a(m),b(m)>

p

m

,

c) <*a,g>

n-p

V(,1)

p(n-p)

<a,*g>

p

,

d) *(*a)V(,1)

p(n-p)

a ,

e) aP(*b)V<a,b>

p

m

o .

BEWEIS <bP/,o>

n

m

6:6P

n-p

(T

m

*

M)6!6R definiert ein lineares Funktional auf

(P

n-p

(T

m

*

M)6,6</,/>

n-p

m

). Nach dem Satz von Riesz existiert nun ein eindeutiges

Element *bJP

n-p

(T

m

*

M)6, so da≠ das obige lineare Funktional gleich <*b,/>

n-p

m

ist.

aaa))) V<a,*(fb+gg)>

n-p

m

<(fb+gg)Pa,o>

n

m

Vf<bPa,o>

n

m

+g<gPa,o>

n

m

Vf<a,*b>

n-p

m

+g<a,*g>

n-p

m

V<a,f*b+g*g>

n-p

m

.
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ccc))) V<*a,g>

n-p

%

M

<*a(m),g(m)>

n-p

m

o

V%

M

<a(m)Pg(m),o(m)>

n

m

o

V%

M

<(,1)

p(n-p)

g(m)Pa(m),o(m)>

n

m

o

V%

M

(,1)

p(n-p)

<a(m),*g(m)>

n-p

m

o

V(,1)

p(n-p)

<a,*g>

p

.

bbb))) Sei (o

1

,\,o

n

) eine positiv orientierte ONB von T

m

*

M, d.h. oVo

1

P\Po

n

.

Berechnung von *bV*(o

i

1

P\Po

i

p

)6: Sei aJP

n-p

(T

m

*

M), dann ist

<(o

i

1

P\Po

i

p

) P ¡

1:k

1

<\<k

n-p

:n

a

k

1

\k

n-p

o

k

1

P\Po

k

n-p

, o

1

P\Po

n

>

n

m

V(,1)

p

a

j

1

\j

n-p

,

(hierbei ist j

1

<\<j

n-p

und {j

1

,\,j

n-p

}V{1,\,n}\{i

1

,\,i

p

}. p ist das Vorzeichen

der Permutation, welche (1,\,p) auf (i

1

,\,i

p

) und (p+1,\,n) auf (j

1

,\,j

n-p

)

abbildet.)

V

!

< ¡

1:k

1

<\<k

n-p

:n

a

k

1

\k

n-p

o

k

1

P\Po

k

n-p

, *b>

n-p

m

& V*b (,1)

p

o

j

1

P\Po

j

n-p

.

D.h. * bildet eine ONB von P

p

(T

m

*

M) auf eine ONB von P

n-p

(T

m

*

M) ab, d.h. * ist

eine IIIsssooommmeeetttrrriiieee, d.h. das innere Produkt ist invariant unter *.

ddd))) <**a,b>

p

V

c)

(,1)

p(n-p)

<*a,*b>

n-p

V

b)

(,1)

p(n-p)

<a,b>

p

& **aV(,1)

p(n-p)

a .

eee))) Es ist (aP*b)(m)JP

n

(T

m

*

M), wobei dim6P

n

(T

m

*

M)V1. Also existiert ein cJR

mit (aP*b)(m)Vc/o, wobei oJP

n

(T

m

*

M) die Volumenform von M sei. Es ist

cVc/<o(m),o(m)>

n

m

V<a(m)P*b(m),o(m)>

n

m

V

von *

Def.

<*b(m),*a(m)>

n-p

m

V

b)

<b(m),a(m)>

p

m

V<a(m),b(m)>

p

m

.

Also gilt aP*bV<a(m),b(m)>

p

m

o. P

LLLeeemmmmmmaaa 111...888 [CFKS, Thm. 11.10 a)] d

*

aV(,1)

n+np+1

*d*a ,MaJL

p

(M).

BEWEIS Sei aJL

p

(M), bJL

p-1

(M), d.h. *aJL

n-p

(M) und bP*aJL

n-1

(M), d.h.

d(bP*a)JL

n

(M). Nun gilt mit dem Satz von Stokes

(1.18) $

M

d(bP*a)V$

sMVL

bP*aV0 .

Hieraus folgt
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(1.19) $

M

dbP*a+ (,1)

p-1

$

M

bP(d*a)V0 .

Es ist

(1.20) $

M

dbP*aV

1.7 e)

Lemma

$

M

<db,a>

p

m

oV<db,a>

p

und

(1.21) V

1.7 d)

Lemma

$

M

bP(d*a) $

M

bP((,1)

(n-p+1)(n-n+p-1)

**d*a)

V

1.7 e)

Lemma

(,1)

(p-1)(n-p+1)

$

M

<b,*d*a>

p-1

m

o

V(,1)

(p-1)(n-p+1)

<b,*d*a>

p-1

.

Es ist

V(p,1)(n,p+1),n,np,p+1 pn,p

2

+p,n+p,1,n,np,p+1

V, 2n

o

gerade

,p(p,1)

rusut

gerade

eine gerade Zahl, d.h. entweder sind (p,1)(n,p+1) und (n+np+p,1) beide

gerade oder beide ungerade, d.h.

(*) (,1)

(p-1)(n-p+1)

V(,1)

n+np+p-1

.

Nun ist also

V

(1.20)

(1.19)

<db,a>

p

(,1)

p

$

M

bP(d*a)V

(1.21)

(*)

(,1)

p+n+np+p-1

<b,*d*a>

p-1

V

2p gerade

(,1)

n+np+1

<b,*d*a>

p-1

. P

Die Aussage des Lemma 1.8 werden wir bei der Frage der Abschlie≠barkeit von

d6:6L

p

(M)6!6L

p

(M) beno

º

tigen.

DDDEEERRR HHHIIILLLBBBEEERRRTTTRRRAAAUUUMMM LLL

,,,

ppp

(((MMM)))

Der Raum (L

p

(M),</,/>

p

) ist bezu

º

glich des in Lemma 1.6 definierten L

2

-

inneren Produkts (genauer: bezu

º

glich der dadurch induzierten Norm) nicht

vollsta

º

ndig. Wir ko

º

nnen uns dies folgenderma≠en veranschaulichen: Sei MVR

n

und

pV0, d.h. L

0

(M)Vf(R

n

), dann ist

(1.22) <f,g>

0

:= $

R

n

f(x)/g(x) d

n

x .
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Es ist wohlbekannt, da≠ die Vervollsta

º

ndigung von f(R

n

) bezu

º

glich </,/>

0

(modulo Gleichheit bis auf Nullmengen) mit L

2

(R

n

) bezeichnet wird. Was wir unter

dem Verfahren der Vervollsta

º

ndigung verstehen, wollen wir nun etwas genauer

beschreiben, siehe z.B. auch [RSI, Se. I.2].

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 111...999 (N,d) hei≠t mmmeeetttrrriiisssccchhheeerrr RRRaaauuummm :) N Menge und d6:6N6x6N6!6R

Abbildung mit i) d(x,y);0 , Mx,yJN ,

ii) d(x,y)V0 ) xVy ,

iii) d(x,y)Vd(y,x) , Mx,yJN ,

iv) d(x,z):d(x,y)+d(y,z) , Mx,y,zJN .

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 111...111000 Eine Folge {x

n

}

nJN

von Elementen eines metrischen Raumes (N,d)

hei≠t CCCaaauuuccchhhyyyfffooolllgggeee :) Me>0 NkJN : n,m;k & d(x

n

,x

m

)<e .

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 111...111111 Ein metrischer Raum in dem alle Cauchyfolgen konvergieren hei≠t

vvvooollllllssstttaaa

ººº

nnndddiiiggg.

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 111...111222 Eine Teilmenge B eines metrischen Raumes (N,d) hei≠t dddiiiccchhhttt :)

jedes xJN ist Ha

º

ufungspunkt von Elementen von B.

TTThhheeeooorrreeemmm 111...111333 [RSI, Thm. I.3] Sei (N,d) ein nicht vollsta

º

ndiger metrischer Raum,

dann existiert ein vollsta

º

ndiger metrischer Raum N

[

, so da≠ N isometrisch zu einer

dichten Teilmenge von N

[

ist.

BEWEIS Betrachte die Menge aller Cauchyfolgen in N. Zwei Cauchyfolgen

{x

n

}

nJN

6,6{y

m

}

mJN

hei≠en aaa

ººº

qqquuuiiivvvaaallleeennnttt, falls lim

n!r

d(x

n

,y

n

)V0. Sei N

[

die Menge

der A

º

quivalenzklassen von Cauchyfolgen unter dieser A

º

quivalenzrelation.

_Seien {x

n

}

nJN

6,6{y

m

}

mJN

Cauchyfolgen in N, dann existiert

(1.23) lim

n!r

d(x

n

,y

n

) =: cJR

0

+

.

Denn sei c

n

6:=6d(x

n

,y

n

)6, dann genu

º

gt es wegen der Vollsta

º

ndigkeit von R zu zeigen,

da≠ {c

n

}

nJN

eine Cauchyfolge ist. Sei e>0 beliebig und sei k

x

JN, so da≠

d(x

n

,y

m

)<e/2 Mn,m;k

x

6, k

y

analog fu

º

r {y

m

}

mJN

6, k6:=6max{k

x

,k

y

}6. Seien nun

n,m;k, dann ist

(1.24) V|c

n

,c

m

| |d(x

n

,y

n

),d(x

m

,y

m

)| ,

:|d(x

n

,x

m

)+d(x

m

,y

m

)+d(y

m

,y

n

),d(x

m

,y

m

)|

, Def. 1.9 iv)
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Vd(x

n

,x

m

)+d(y

m

,y

n

) ,

<e/2+e/2Ve ,

d.h. {c

n

}

nJN

ist eine Cauchyfolge.

_Seien {u

n

}

nJN

J[{x

n

}

nJN

] und {v

n

}

nJN

J[{y

n

}

nJN

] ([/] bezeichnet die A

º

qui-

valenzklasse), dann ist

(1.25) :lim

n!r

d(u

n

,v

n

) lim

n!r

B d(u

n

,x

n

)+d(x

n

,y

n

)+d(y

n

,v

n

) K , Def. 1.9 iv)

V0+lim

n!r

d(x

n

,y

n

)+0

(1.26) :lim

n!r

d(x

n

,y

n

) lim

n!r

B d(x

n

,u

n

)+d(u

n

,v

n

)+d(v

n

,y

n

) K , Def. 1.9 iv)

V0+lim

n!r

d(u

n

,v

n

)+0 .

Aus (1.25) und (1.26) folgt die Unabha

º

ngigkeit von lim

n!r

d(x

n

,y

n

) von der Wahl

der Repra

º

sentanten der A

º

quivalenklassen [{x

n

}

nJN

] und [{y

n

}

nJN

].

_Wir definieren eine Metrik auf N

[

durch

(1.27) d

[

( [{x

n

}

nJN

]6,6[{y

m

}

mJN

] ) := lim

n!r

d(x

n

,y

n

) .

Die Existenz von (1.27), sowie die Unabha

º

ngigkeit von der Wahl der Repra

º

sentanten

wurden in den beiden vorigen Schritten gezeigt. (N

[

,d

[

) hat die Eigenschaften eines

metrischen Raumes (Def. 1.9), aufgrund der Eigenschaften von d, sowie der

Definition der A

º

quivalenzrelation auf der Menge der Cauchyfolgen.

_(N

[

,d

[

) ist vollsta

º

ndig: Sei {u

k

}

kJN

eine Cauchyfolge in N

[

, d.h.

(1.28) u

k

V[6{v

(k)

s

}

sJN

6] ,

wobei {v

(k)

s

}

sJN

eine Cauchyfolge in N ist. Mit

(1.29) u := [6{v

(s)

s

}

sJN

6]

ergibt sich

(1.30) lim

k!r

u

k

V u .

Damit hat jede Cauchyfolge in N

[

ein Grenzelement in N

[

, was zu zeigen war. P

DDDEEERRR AAABBBSSSCCCHHHLLLUUU≠≠≠ VVVOOONNN ddd

***

ddd+++dddddd

***

UUUNNNDDD DDDIIIEEE HHHOOODDDGGGEEE---ZZZEEERRRLLLEEEGGGUUUNNNGGG

Wir definieren zuna

º

chst einige Begriffe aus der Funktionalanalysis, insbesondere

den des Abschlusses eines Operators. Abgeschlossene Operatoren haben den Vorteil,

da≠ es zur Untersuchung ihrer Eigenschaften genu

º

gt, sie auf einem in ihrem

Definitionsbereich dichten Teilraum zu studieren. Wie wir sehen werden, bedeutet
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dies eine wesentliche Vereinfachung des Formalismus.

Von einem unbeschra

º

nkten Operator ko

º

nnen wir im Allgemeinen nur erwarten,

da≠ er auf einer dichten Teilmenge eines Hilbertraumes h definiert ist. Dies folgt

aus dem Hellinger-Toeplitz Theorem, welches besagt, da≠ ein auf ganz h definierter

Operator A mit <Aª,y>V<ª,Ay> Mª,yJh notwendigerweise ein

beschra

º

nkter Operator ist.

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn uuunnnddd SSSaaatttzzz 111...111444 [RSI, Ch. VIII] i) Ein OOOpppeeerrraaatttooorrr (auch lineare

Transformation) T auf einem Hilbertraum (h,</,/>) ist eine lineare Abbildung

von einem linearen Unterraum von h (ihrem Definitionsbereich D(T)) nach h, d.h.

T : hCD(T) ! h .

ii) Der GGGrrraaappphhh der linearen Transformation T ist gegeben durch

G(T) := { (ª,Tª)|ªJD(T) }Bhxh .

T hei≠t aaabbbgggeeesssccchhhlllooosssssseeennneeerrr OOOpppeeerrraaatttooorrr :) G(T) ist abgeschlossene Teilmenge von hxh

(bezu

º

glich der Graphennorm (1.36)).

iii) T

1

,T seien Operatoren auf h. Falls G(T

1

)CG(T), dann hei≠t T

1

EEErrrwwweeeiiittteeerrruuunnnggg

vvvooonnn TTT. Wir benutzen hierfu

º

r die Notation T

1

CT.

iv) Ein Operator T hei≠t aaabbbsssccchhhllliiieee≠≠≠bbbaaarrr, falls er eine abgeschlossene Erweiterung

besitzt. Jeder abschlie≠bare Operator besitzt eine kleinste abgeschlossene Erweiterung,

wir nennen diese AAAbbbsssccchhhllluuu≠≠≠ vvvooonnn TTT (TTT

,,,

).

v) Sei T ein dicht definierter linearer Operator auf dem Hilbertraum h und sei

D(T

*

) := { ªJh | NjJh : <Ty,ª>V<y,j>,MyJD(T) } .

Fu

º

r jedes ªJD(T

*

) definieren wir T

*

ªVj. TTT

***

hei≠t der zu T aaadddjjjuuunnngggiiieeerrrttteee OOOpppeeerrraaatttooorrr.

vi) Ein auf dem Hilbertraum h dicht definierter Operator T hei≠t sssyyymmmmmmeeetttrrriiisssccchhh, falls

TBT

*

. Dies ist a

º

quivalent zu

<Tª,y>V<ª,Ty> , Mª,yJD(T) .

Ein symmetrischer Operator ist immer abschlie≠bar [RSI, Se. VIII.2].

vii) T hei≠t ssseeelllbbbssstttaaadddjjjuuunnngggiiieeerrrttt, falls TVT

*

() T symmetrisch und D(T)VD(T

*

)).

viii) Ein symmetrischer Operator T hei≠t wwweeessseeennntttllliiiccchhh ssseeelllbbbssstttaaadddjjjuuunnngggiiieeerrrttt, falls T

,

selbstadjungiert ist. Ein wesentlich selbstadjungierter Operator T hat genau eine

selbstadjungierte Erweiterung [RSI, Se. VIII.2].

BBBLLLTTT---TTThhheeeooorrreeemmm 111...111555 [RSI, Thm. I.7] Sei T ein beschra

º

nkter linearer Operator von
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einem normierten linearen Raum (V

1

,U/U

1

) in einen vollsta

º

ndigen normierten

linearen Raum (V

2

,U/U

2

). Dann existiert eine eindeutige Erweiterung

T

[

6:6(V

[

1

,U/U

[

1

)6!6(V

2

,U/U

2

) von T. Hierbei bezeichnet (V

[

1

,U/U

[

1

) die

Vervollsta

º

ndigung von V

1

(siehe Thm. 1.13). T

[

ist ein beschra

º

nkter linearer

Operator (mit derselben Schranke wie T).

Wir betrachten nun den Hilbertraum (6L

,

p

(M)6,6</,/>

p

6) und wollen den

OOOpppeeerrraaatttooorrr dddeeerrr aaa

ººº

uuu≠≠≠eeerrreeennn DDDiiiffffffeeerrreeennntttiiiaaatttiiiooonnn

(1.31) ddd : L

,

p

(M)CDDD(((ddd)))VVVLLL

ppp

(((MMM))) ! L

p+1

(M)BL

,

p+1

(M)

abschliessen. Um die Abschlie≠barkeit von d zu zeigen, genu

º

gt es nach [RSI, Thm.

VIII.1 b)] zu zeigen, da≠ D(d

*

) dicht in L

,

p+1

(M) ist. Es ist L

p+1

(M) dicht in

L

,

p+1

(M), womit zu zeigen bleibt

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 111...111666 L

p+1

(M)BD(d

*

) .

BEWEIS Es ist

D(d

*

)6:=6{aJL

,

p+1

(M)|NjJL

,

p

(M)6:6<db,a>

p+1

V<b,j>

p

,MbJD(d)} .

Sei nun aJL

p+1

(M), dann gilt fu

º

r bJL

p

(M)

(1.32) <db,a>

p+1

V

1.8

Lemma

<b,(,1)

n+np+1

*d*a>

p

V<b,j>

p

mit j6:=6(,1)

n+np+1

*d*aJL

p

(M). Also ist gezeigt L

p+1

(M)BD(d

*

). P

Wir bilden nun den Operator-Abschlu≠ von d

(1.33) d

,

: D(d

,

)BL

,

p

(M) ! L

,

p+1

(M) .

Nach [RSI, Thm. VIII.1 c)] gilt

(1.34) (d

,

)

*

Vd

*

: D(d

*

)BL

,

p+1

(M) ! L

,

p

(M) .

Der Abschlu≠ eines Operators T6:6D(T)Bh6!6h auf (h,</,/>) ist definiert als

Abschlu≠ von

(1.35) Graph T := {(ª,Tª)|ªJD(T)}Bh6x6h

bezu

º

glich der vom inneren Produkt auf h6x6h

(1.36) </,/> : (h6x6h)6x6(h6x6h) ! R

((ª

1

,y

1

),(ª

2

,y

2

)) * <ª

1

,ª

2

>+<y

1

,y

2

>
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induzierten Norm auf h6x6h; diese hei≠t GGGrrraaappphhheeennnnnnooorrrmmm.

Nun genu

º

gt es einen abgeschlossenen Operator T

,

auf der dichten Teilmenge

D(T)BD(T

,

) zu betrachten, denn es gilt

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 111...111777 Sei aJD(T

,

), dann existiert eine Folge {a

n

}

nJN

von Elementen

von D(T) mit a

n

!a und T

,

aVlim

n!r

Ta

n

6.

BEWEIS Sei aJD(T

,

), d.h. es existiert Folge {a

n

}

nJN

von Elementen von D(T)

mit

0Vlim

n!r

B6

a

T

,

a

6K,B6

a

n

Ta

n

6K

h�h

V lim

n!r

a,a

n

h

+ lim

n!r

T

,

a,Ta

n

h

& lim

n!r

a

n

Va und T

,

aVlim

n!r

Ta

n

,

also T

,

6lim

n!r

a

n

Vlim

n!r

Ta

n

6. P

Das hei≠t wir ko

º

nnen jedes Bild T

,

a als Limes von Bildern Ta

n

des urspru

º

nglichen

Operators T darstellen. Zum Beispiel gilt in unserem Fall fu

º

r jedes aJD(d

,

)

(1.37) d

,

aVlim

n!r

da

n

,

fu

º

r eine geeignete Folge {a

n

}

nJN

BL

p

(M)VD(d).

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 111...111888 Der Operator d

2

V06:6L

p

(M)6!6L

p+2

(M) hat die eindeutige

Fortsetzung 0 auf L

,

p

(M), ebenso der Operator (d

*

)

2

V0.

BEWEIS d

2

V0 ist beschra

º

nkt mit Schranke 0. Nach dem BLT-Theorem 1.15

existiert eine eindeutige Fortsetzung auf 6L

,

p

(M) mit derselben Schranke 0, d.h. wir

erhalten den Nulloperator auf L

,

p

(M). Analoges gilt fu

º

r (d

*

)

2

. P

Betrachte den Operator

(1.38) fff :::=== ddd

***

ddd+++dddddd

***

: DDD(((fff)))6:=6L

p

(M) ! L

p

(M) ,

dieser ist offenbar symmetrisch: Seien a,bJD(f), dann ist

(1.39) V<(d

*

d+dd

*

)a,b>

p

<d

*

da,b>

p

+<dd

*

a,b>

p

V<a,d

*

db>

p

+<a,dd

*

b>

p

V<a,(d

*

d+dd

*

)b>

p

.

Nach Definition und Satz 1.14 vi) istf damit abschlie≠bar.
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DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 111...111999 Der LLLaaappplllaaaccceee---BBBeeellltttrrraaammmiii OOOpppeeerrraaatttooorrr LLL6:6D(L)BL

,

p

(M)6!6L

,

p

(M) ist

definiert als Abschlu≠ von fVd

*

d+dd

*

6:6L

p

(M)6!6L

p

(M) in L

,

p

(M).

TTThhheeeooorrreeemmm 111...222000 [C][St] fVd

*

d+dd

*

6:6L

p

(M)6!6L

p

(M) ist wesentlich

selbstadjungiert.

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 111...222111 Es gilt fu

º

r alle aJD(L)BL

,

p

(M) <a,La>

p

;0 (d.h.

Spec(L)BR

0

+

).

BEWEIS Eigentlich genu

º

gt es nach Prop. 1.17 diese Aussage fu

º

r aJL

p

(M)6B

dicht

D(L)

zu zeigen:

(1.40)<a,La>

p

V<a,(d

*

d+dd

*

)a>

p

V<da,da>

p

+<d

*

a,d

*

a>

p

;06.

Wir wollen jedoch noch einmal die vollsta

º

ndige Argumentation wiedergeben: Sei

aJD(L)BL

,

p

(M) und sei {a

n

}

nJN

eine Folge von Elementen von L

p

(M) mit

a

n

6!6a. Da LVd

*

d+dd

*

, gilt nach Prop. 1.17

L lim

n!r

6a

n

Vlim

n!r

6(d

*

d+dd

*

)6a

n

.

Damit ergibt sich

(1.41) V<a,La>

p

<lim

n!r

6a

n

6,L lim

n!r

6a

n

>

p

V<lim

n!r

6a

n

6,6lim

n!r

6(d

*

d+dd

*

)a

n

>

p

Vlim

n!r

<a

n

6,(d

*

d+dd

*

)a

n

>

p

Vlim

n!r

B <da

n

6,da

n

>

p

ruuuuuuusuuuuuuut

;0

+<d

*

a

n

6,d

*

a

n

>

p

ruuuuuuuuusuuuuuuuuut

;0

K; 0 P

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 111...222222 i) aJD(L)BL

,

p

(M) hei≠t hhhaaarrrmmmooonnniiisssccchhh :) LaV0. (Im Fall

aJL

p

(M) ist dies a

º

quivalent zu daV0 und d

*

aV0).

ii) LLL

,,,

ppp

HHH

(((MMM))) := Ker6L

iii) LLL

,,,

ppp

ddd

(((MMM))) := Ran6(6d

,

:L

,

p-1

(M)CD(d

,

)6!6L

,

p

(M)6)

iv) LLL

,,,

ppp

ddd

***

(((MMM))) := Ran6(6d

,

*

:L

,

p+1

(M)CD(d

,

*

)6!6L

,

p

(M)6)

v) Die Ra

º

ume LLL

ppp

HHH

(((MMM)))6, LLL

ppp

ddd

(((MMM)))6, LLL

ppp

ddd

***

(((MMM))) seien definiert als jene Teilmengen der

entsprechenden Ra

º

ume mit Querstrich, welche aus glatten Formen bestehen.

Nun beno

º

tigen wir zwei wohlbekannte Resultate
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TTThhheeeooorrreeemmm 111...222333 (EEElllllliiippptttiiisssccchhheee RRReeeggguuulllaaarrriiitttaaa

ººº

ttt) [GrHa, Ch.0 Se.6 p.93 global Sobolev lemma

and p.94 regularity lemma]

(

k=1

r

D6(L

k

)V L

p

(M) .

TTThhheeeooorrreeemmm 111...222444 [GrHa, Ch. 0 Se. 6 p. 94 lemma] (L+Id)

-1

ist ein kompakter

Operator.

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 111...222555 Seien X,Y Banachra

º

ume. Ein linearer Operator T6:6X6!6Y hei≠t

kkkooommmpppaaakkkttt, falls er beschra

º

nkte Mengen in X in pra

º

kompakte Mengen in Y abbildet.

Eine Menge hei≠t ppprrraaa

ººº

kkkooommmpppaaakkkttt, falls ihr Abschlu≠ kompakt ist.

Die Aussagen i) und ii) des folgenden Theorems werden auch als HHHooodddgggeee---ZZZeeerrrllleeeggguuunnnggg

bezeichnet.

HHHooodddgggeee---TTThhheeeooorrreeemmm 111...222666 [CFKS, Prop. 11.7]

i) L

,

p

(M)VL

,

p

H

(M)2L

,

p

d

(M)2L

,

p

d

*

(M)

ii) L

p

(M)VL

p

H

(M)2L

p

d

(M)2L

p

d

*

(M)

iii)Ker6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)VL

p

H

(M)2L

p

d

(M)

iv) L

p

H

(M)VL

,

p

H

(M) ist endlich-dimensional.

Zum Beweis des Hodge-Theorems beno

º

tigen wir das

HHHiiilllbbbeeerrrttt---SSSccchhhmmmiiidddttt---TTThhheeeooorrreeemmm 111...222777 [RSI, Thm. VI.16] Sei A ein selbstadjungierter

kompakter Operator auf dem Hilbertraum h. Dann existiert eine vollsta

º

ndige ONB

{f

n

}

nJN

von h, so da≠

Af

n

Vl

n

f

n

und l

n

!0 fu

º

r n!r .

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 111...222888 Ein kompakter Operator T6:6h6!6h ist ein beschra

º

nkter Operator.

BEWEIS VT

Op

sup

||ª||=1

Tª

h

V sup

ªJB

1

(0)Bh

Tª

h

V sup

yJT(B

1

(0))

y

h

: sup

yJT(B

1

(0))

y

h

=: c < r ,

da die stetige Funktion U/U auf der kompakten Menge T(B

1

(0)) ihr Maximum
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annimmt. P

BEWEIS VON THEOREM 1.26

iiivvv))) Die Inklusion L

p

H

(M)BL

,

p

H

(M) gilt nach Definition von L

,

p

H

(M). Um die

umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei aJL

,

p

H

(M), d.h. LaV0. Damit gilt auch

L

k

aV0, MkJN, anders ausgedru

º

ckt

aJ)

k=1

r

D(L

k

) ,

also aJL

p

(M) (elliptische Regularita

º

t, Thm. 1.23) und damit aJL

p

H

(M). Die

endliche Dimension von L

p

H

(M)VL

,

p

H

(M) ergibt sich aus der Kompaktheit von

(L+Id)

-1

und wird im Verlauf des Beweises von i) gezeigt, siehe (1.55).

iii))) Wir zeigen zuerst, da≠ die direkte Summe eine orthogonale Summe und

anschlie≠end, da≠ sich jedes aJL

,

p

(M) in drei Anteile zerlegen la

º

≠t, einer aus jedem

der drei direkten Summanden. Um die paarweise Orthogonalita

º

t der drei direkten

Summanden zu zeigen, genu

º

gt es glatte Formen zu betrachten, siehe Prop. 1.17.

_L

,

p

H

(M)QL

,

p

d

(M)6: Sei aJL

p

(M) mit LaV0 und bJL

p

d

(M), also bVdg mit

gJL

p-1

(M), dann ist

(1.42) <a,b>

p

V<a,dg>

p

V<d

*

a

f

=0

Def. 1.22 i)

,g>

p-1

V0 .

_L

,

p

H

(M)QL

,

p

d

*

(M)6: Sei aJL

p

(M) mit LaV0 und bJL

p

d

*

(M), also bVd

*

g mit

gJL

p+1

(M), dann ist

(1.43) <a,b>

p

V<a,d

*

g>

p

V<da

f

=0

Def. 1.22 i)

,g>

p+1

V0 .

_L

,

p

d

(M)QL

,

p

d

*

(M)6: Sei aJL

p

d

(M), also aVdb mit bJL

p-1

(M), und sei

gJL

p

d

*

(M), also gVd

*

j mit jJL

p+1

(M), dann ist

(1.43) <a,g>

p

V<db,d

*

j>

p

V<ddb

g

=0

,j>

p+1

V0 .

Nun zur Zerlegung von aJL

,

p

(M) in drei Anteile: Die Kompaktheit von

(L+Id)

-1

(Thm. 1.24) hat die Beschra

º

nktheit dieses Operators zur Folge (Prop.

1.28), d.h. der Operator (L+Id) hat eine beschra

º

nkte Inverse (L+Id)

-1

. Nach [RSI,

Thm. VI.3 d)] hat (L+Id)

*

eine beschra

º

nkte Inverse und es gilt

(1.45) ((L+Id)

*

)

-1

V((L+Id)

-1

)

*

.

Hieraus folgt die Selbstadjungiertheit von (L+Id)

-1

6:

(1.46) V((L+Id)

-1

)

*

((L+Id)

*

)

-1

, (1.45)
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V(L

*

+Id

*

)

-1

,

*

linearer Op.

V(L+Id)

-1

, L,Id s.adj. .

Nun ko

º

nnen wir das Hilbert-Schmidt Theorem 1.27 anwenden: Es existiert demnach

eine vollsta

º

ndige ONB {f

n

}

nJN

von L

,

p

(M), so da≠

(1.47) (L+Id)

-1

6f

n

Vl

n

6f

n

und l

n

!0 fu

º

r n!r .

Sei nun

(1.48) P

n

:= <f

n

6,/>

p

6f

n

, nJN ,

dann gelten: P

n

ist ein OOOrrrttthhhooogggooonnnaaalllppprrrooojjjeeekkktttooorrr (:) P

n

2

VP

n

und P

n

*

VP

n

) und

(1.49) ¡

n=1

r

P

n

VId .

Seien y,jJL

,

p

(M), dann ist

(1.50) VP

n

2

y P

n

<f

n

,y>

p

6f

n

V<f

n

,<f

n

,y>

p

f

n

>

p

6f

n

V<f

n

,y>

p

<f

n

,f

n

>

p

ruuuuusuuuuut

=1

f

n

VP

n

y

und

(1.51) V<P

n

y,j>

p

<<f

n

,y>

p

6f

n

6,6j>

p

, (1.48)

V<f

n

,y>

p

<f

n

,j>

p

, Lin. d. Sk.Prod.

V<y,<f

n

,j>

p

6f

n

>

p

, Lin. d. Sk.Prod.

V<y,P

n

j>

p

, (1.48).

Die Aussage (1.49) folgt aus der Vollsta

º

ndigkeit der ONB {f

n

}

nJN

6. Sei yJL

,

p

(M),

dann gilt

(1.52) V(L+Id)

-1

y (L+Id)

-1

B ¡

n=1

r

P

n

K y , (1.49)

V(L+Id)

-1

¡

n=1

r

<f

n

,y>

p

6f

n

, (1.48)

V¡

n=1

r

<f

n

,y>

p

(L+Id)

-1

f

n

, lin. Op.

V¡

n=1

r

<f

n

,y>

p

l

n

f

n

, (1.47)

V¡

n=1

r

l

n

P

n

y , (1.48)

VB ¡

n=1

r

l

n

P

n

K y .

Nun ist

(1.53) (L+Id) yVB ¡

n=1

r

1

l

n

P

n

K y ,
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denn es gilt

(1.54) V(L+Id)

-1

(L+Id)y y V

(1.49)

B ¡

n=1

r

P

n

K yV B ¡

n,k=1

r

l

n

l

k

d

nk

P

n

K y ,

V B ¡

n,k=1

r

l

n

l

k

P

n

P

k

K y ,

V B ¡

n=1

r

l

n

6P

n

K B ¡

k=1

r

1

l

k

P

k

K y ,

V (L+Id)

-1

B ¡

k=1

r

1

l

k

P

k

K y , (1.52) .

Hieraus erhalten wir

(1.55) VLy B ¡

n=1

r

1

l

n

P

n

K y, Id6y , (1.53)

V B ¡

n=1

r

(

1

l

n

, 1) P

n

K y , (1.49) .

Aus l

n

!0 fu

º

r n!r (1.47) schlie≠en wir, da≠ Ker6L endlich-dimensional ist (denn es

sind ho

º

chstens endlich viele Eigenwerte l

n

gleich 1), au≠erdem ist Spec6L diskret

und nicht negativ (Prop. 1.21). Aus (1.55) erhalten wir eine Zerlegung von L

,

p

(M) in

eine orthogonale Summe

(1.56) L

,

p

(M)VKer6L2Ran6L .

Ran6L ist abgeschlossen, dies folgt aus Ran6LV(Ker6L)

Q

und der Tatsache, da≠ aus

der Abgeschlossenheit von Ker6L (da endlich-dimensional) auch die

Abgeschlossenheit von (Ker6L)

Q

folgt [RSI, Se. II.2].

Fu

º

r aJL

,

p

(M) gilt nun

(1.57) Va a

H

+Lg , a

H

JKer6L, gJD(L)

Va

H

+d

*

(dg)+d(d

*

g) , oBdA gJL

p-1

(M) .

Der letzte Schritt erfolgte unter Anwendung von Prop. 1.176. Damit ist i) gezeigt.

iiiiii))) Die Summe von glatten Differentialformen ist eine glatte Differentialform, womit

"C" gezeigt wa

º

re. Es bleibt also "B" zu zeigen: Sei aJL

p

(M), dann ist nach

Gleichung (1.56)

(1.58) aVa

H

+Lg , a

H

JL

,

p

H

(M)VL

p

H

(M) , gJL

,

p

(M) .

Die Glattheit von a und a

H

impliziert die selbige von Lg. Nun ist

(1.59) L(Lg)VL(a,a

H

)VLa,La

H

VLa

L

k

gVL

k-1

a , k;2 ,

d.h.
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(1.60) gJ(

k=1

r

D(L

k

) ,

also gJL

p

(M) (elliptische Regularita

º

t, Thm. 1.23). Damit ist gezeigt: Fu

º

r

aJL

p

(M) gilt

(1.61) Va a

H

+Lg , a

H

JL

p

H

(M), gJL

p

(M)

Va

H

+d(d

*

g)+d

*

(dg) , da gJL

p

(M) ,

JL

p

H

(M)2L

p

d

(M)2L

p

d

*

(M) .

iiiiiiiii))) "CCC" Sowohl L

p

H

(M) als auch L

p

d

(M) sind in Ker6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)

enthalten, damit auch ihre orthogonale Summe.

"BBB" Offenbar ist

(1.62) Ker6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)B L

p

(M) ,

andererseits aber

(1.63) L

p

d

*

(M)DKer6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)V {0} ,

denn sei gJL

p

d

*

(M)DKer6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)6, d.h. gVd

*

a und dgV0. Damit

ist

(1.64) V0 <dg,a>

p+1

V<dd

*

a,a>

p+1

V<d

*

a,d

*

a>

p

V<g,g>

p

,

also gV0. Aus (1.62), (1.63) und ii) ergibt sich nun

(1.65) Ker6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)B L

p

H

(M)2L

p

d

(M) . P

Die Aussage iv) L

p

H

(M)VL

,

p

H

(M) von Thm. 1.26 ist eine Regularita

º

tsaussage:

Alle Elemente im Eigenraum zum Eigenwert Null von L sind glatte

Differentialformen. Der Kern von L wurde also durch die Vervollsta

º

ndigung

bezu

º

glich des L

2

-inneren Produkts nicht vera

º

ndert. Solange wir uns nur fu

º

r den Kern

interessieren, ko

º

nnen wir daher L entweder als selbstadjungierten Operator auf dem

Hilbertraum L

,

p

(M) auffassen oder als Differentialoperator auf dem Raum der

glatten p-Differentialformen L

p

(M).

TTThhheeeooorrreeemmm 111...222999 [CFKS, Thm. 11.8] b

p

:= 6dim H

p

DR

(M;R)6V6dim Ker L .

BEWEIS

:=H

p

DR

(M;R)

Ker6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)

Ran6(6d6:6L

p-1

(M)6!6L

p

(M)6)
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V

L

p

H

(M)2L

p

d

(M)

L

p

d

(M)

, Thm. 1.26 iii)

Y L

p

H

(M)

= Ker 6L P
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t

2.2 Der deformierte Laplace-Operator L

t

Witten definierte 1982 in [Wi3] eine durch einen reellen Parameter variierte

Hodge-Theorie:

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 222...111 Sei fJC

r

(M,R) eine Morse-Funktion und seien

i) ddd

ttt

:= e

,tf

6d6e

tf

: L

p

(M) ! L

p+1

(M)

ii) fff

ttt

:= d

t

*

d

t

+d

t

d

t

*

: L

p

(M) ! L

p

(M)

iii) LLL

ttt

:= f

,

t

: D(L

t

)BL

,

p

(M) ! L

,

p

(M)

iv) LLL

,,,

ppp

HHH

ttt

(((MMM))) := Ker L

t

v) LLL

,,,

ppp

ddd

ttt

(((MMM))) := Ran ( d

,

t

: D(d

,

t

)BL

,

p-1

(M) ! L

,

p

(M) )

vi) LLL

,,,

ppp

ddd

ttt

***

(((MMM))) := Ran ( d

t

*

: D(d

t

*

)BL

,

p+1

(M) ! L

,

p

(M) )

(beachte: d

t

*

ist ein abgeschlossener Operator und (d

,

t

)

*

Vd

t

*

[RSI, Thm. VIII.1])

vii)Die Ra

º

ume LLL

ppp

HHH

ttt

(((MMM)))6,6LLL

ppp

ddd

ttt

(((MMM)))6,6LLL

ppp

ddd

ttt

***

(((MMM))) seien definiert als jene Teilmengen der

entsprechenden Ra

º

ume mit Querstrich, welche aus glatten Formen bestehen.

Im vorigen Paragraphen 2.1 wurde gezeigt, da≠ die p-te Bettizahl b

p

von M durch

die Dimension des Kerns von L, wirkend auf den glatten p-Formen, gegeben ist.

Witten bemerkte, da≠ fu

º

r die durch t variierten Gro

º

≠en Resultate, analog zu denen

des Paragraphs 2.1, gelten: Es gilt insbesondere eine Version des Hodge-Theorems

1.26 (Hodge-Zerlegung) aus dem wir

(2.1) b

p

Vdim Ker L

t

ableiten. Fu

º

r gro≠e t vereinfacht sich das Spektrum von L

t

6. Der Limes t!r von L

t

(der sogenannte qqquuuaaasssiiikkklllaaassssssiiisssccchhheee LLLiiimmmeeesss) wurde bereits fru

º

her studiert [CDS], er liefert

obere Schranken fu

º

r dim6Ker6L

t

und damit fu

º

r b

p

6. Diese oberen Schranken sind

durch die Anzahl c

p

der kritischen Punkte der Morse-Funktion f mit Morse-Index p

gegeben. Dies ist jedoch Gegenstand der folgenden Paragraphen.

Zuna

º

chst wollen wir die Wohldefiniertheit der Begriffe in Definition 2.1

u

º

berpru

º

fen. Wir berechnen die formal adjungierte Abbildung d

t

*

und zeigen

L

p+1

(M)BD(d

t

*

)6; hieraus folgt die Dichtheit von D(d

t

*

) in L

,

p+1

(M) und damit die

Abschlie≠barkeit von d

t

6, siehe (1.31) und [RSI, Thm. VIII.1 b)].

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...222 d

t

*

|

L

p+1

(M)

Ve

tf

6d

*

6e

,tf

: L

p+1

(M) ! L

p

(M) .

BEWEIS Seien aJL

p+1

(M)6, bJD(d

t

)VL

p

(M)
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t

V<d

t

b,a>

p+1

<e

,tf

6d6e

tf

6b,a>

p+1

,

V<d6e

tf

6b,e

,tf

6a>

p+1

, f(M)-Lin.6, Lemma 1.6 i)

V<e

tf

6b,d

*

6e

,tf

6a>

p

, Def. von d

*

V<b,e

tf

6d

*

6e

,tf

6a>

p

, f(M)-Lin.6, Lemma 1.6 i)

V<b,d

t

*

6a>

p

, Def. von d

t

*

.

Es ist e

tf

6d

*

6e

,tf

6aJL

p

(M), denn e

,tf

6aJL

p+1

(M) und d

*

bildet nach Lemma 1.8

glatte (p+1)-Formen in glatte p-Formen ab. P

Es gilt weiter f

t

|

L

p

(M)

Vf

t

*

|

L

p

(M)

6, also ist L

p

(M)BD(f

t

*

), also D(f

t

*

) dicht

in L

,

p

(M) undf

t

somit abschlie≠bar; L

t

ist also wohldefiniert.

Unser Ziel ist es nun eine Formel fu

º

r L

t

zu finden, die die Abha

º

ngigkeit von L

t

von den kritischen Punkten der Morse-Funktion f darstellt. Hierzu fu

º

hren wir zwei

Operatoren (((aaa

iii

)))

***

und aaa

iii

auf L

p

(M) ein, die in der Quantentheorie als

FFFeeerrrmmmiiiooonnneeennneeerrrzzzeeeuuuggguuunnngggsss--- bzw. FFFeeerrrmmmiiiooonnneeennnvvveeerrrnnniiiccchhhtttuuunnngggsssooopppeeerrraaatttooorrr bekannt sind.

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 222...333 Seien (x

1

,\,x

n

) lokale Koordinaten auf UBM, wir definieren

(((aaa

iii

)))

***

: L

p

(U) ! L

p+1

(U)

a * (a

i

)

*

6a := dx

i

Pa .

LLLeeemmmmmmaaa 222...444 Der zu (a

i

)

*

formal adjungierte Operator (bezu

º

glich des L

2

-inneren

Produkts </,/>

_

auf L

,

_

(U))

a

i

: L

p+1

(U) ! L

p

(U)

ergibt sich durch lineare Fortsetzung aus

a

i

(dx

j

1

P\Pdx

j

p+1

)V¡

k=1

p+1

(,1)

k+1

g

ij

k

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p+1

.

Hierbei ist g

ij

V<dx

i

,dx

j

>

1

Vg(i

-1

(dx

i

)6,6i

-1

(dx

j

)) die induzierte Metrik auf T

*

U,

siehe Lemma 1.16.

BEWEIS Mit aJL

p

(U), d.h. aV¡

1:i

1

<\<i

p

:n

6a

i

1

\i

p

6dx

i

1

P\Pdx

i

p

und

bVdx

j

1

P \Pdx

j

p+1

JL

p+1

(U) ergibt sich

<(a

i

)

*

6a,b>

p+1

V<dx

i

Pa,b>

p+1

V

V$

U

< ¡

1:i

1

<\<i

p

:n

a

i

1

\i

p

6dx

i

Pdx

i

1

P\Pdx

i

p

, dx

j

1

P\Pdx

j

p+1

>

p+1

m

o
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t

V$

U

¡

1:i

1

<\<i

p

:n

a

i

1

\i

p

<dx

i

Pdx

i

1

P\Pdx

i

p

, dx

j

1

P\Pdx

j

p+1

>

p+1

m

o

, Linearita

º

t von </,/>

p+1

m

V$

U

¡

1:i

1

<\<i

p

:n

a

i

1

\i

p

det (<dx

r

,dx

s

>

1

m

)

rJ{i,i

1

,\,i

p

}

sJ{j

1

,\,j

p+1

}

o

, Prop. 1.2

V$

U

¡

1:i

1

<\

\<i

p

:n

a

i

1

\i

p

¡

k=1

p+1

(,1)

k+1

<dx

i

,dx

j

k

>

1

m

/det (<dx

r

,dx

s

>

1

m

)

rJ{i

1

,\,i

p

}

sJ{j

1

,\,j

k

P

,\,j

p+1

}

o

, Entwicklung der Det. nach 1. Zeile (i)

V$

U

6 ¡

1:i

1

<\

\<i

p

:n

a

i

1

\i

p

6¡

k=1

p+1

(,1)

k+1

6g

ij

k

6<dx

i

1

P\Pdx

i

p

, dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p+1

>

p

m

o

, Prop. 1.2

V< a ,¡

k=1

p+1

(,1)

k+1

6g

ij

k

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p+1

>

p

V<a,a

i

6b>

p

P

In der Formel fu

º

r a

i

ist in [CFKS, Formel (11.32)] ein Vorzeichenfehler zu finden.

Dieser wu

º

rde zu einem falschen Vorzeichen in Proposition 2.5 fu

º

hren und statt

Proposition 4.3 erga

º

be sich [(a

i

)

*

,a

i

]V1, womit der Beweis der Morse-Ungleichungen

zusammenbrechen wu

º

rde.

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...555 Sei aJL

p

(U), dann gilt

{a

i

,(a

j

)

*

}6aVg

ij

/a ,

wobei {{{A6,,,6B}}}6:=6AB+BA den AAAnnntttiiikkkooommmmmmuuutttaaatttooorrr bezeichnet.

BEWEIS Es genu

º

gt die Aussage fu

º

r ein Basiselement aVdx

l

1

P\Pdx

l

p

,

1:l

1

<\<l

p

:n6, zu zeigen:

V{a

i

,(a

j

)

*

}6a a

i

6(a

j

)

*

6a+(a

j

)

*

6a

i

6a

Va

i

6dx

j

Pdx

l

1

P\Pdx

l

p

+(a

j

)

*

6¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

il

k

dx

l

1

P\Pdx

l

k

P

P\Pdx

l

p
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t

Vg

ij

dx

l

1

P\Pdx

l

p

+¡

k=2

p+1

(,1)

k+1

g

il

k

dx

j

Pdx

l

1

P\Pdx

l

k-1

P

P\Pdx

l

p

+¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

il

k

dx

j

Pdx

l

1

P\Pdx

l

k

P

P\Pdx

l

p

���� ������ ������ ����� ���� ������ ��� ������ ���� ��� ������� ����������

V

r=k-1

g

ij

dx

l

1

P\Pdx

l

p

+¡

r=1

p

(,1)

r+2

6g

il

r

dx

j

Pdx

l

1

P\Pdx

l

r

P

P\Pdx

l

p

+¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

il

k

dx

j

Pdx

l

1

P\Pdx

l

k

P

P\Pdx

l

p

Vg

ij

a P

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...666 (a

i

)

*

ist ein beschra

º

nkter Operator auf L

p

(U) mit

(a

i

)

*

6Op

:G

ii

, wobei G

ii

6:=6sup

mJU

g

ii

(m)>0 .

BEWEIS Sei aJL

p

(U), dann ist

Va

i

a

62

+ (a

i

)

*

a

62

<a

i

a,a

i

a>

p-1

+<(a

i

)

*

a,(a

i

)

*

a>

p+1

V<a,(a

i

)

*

a

i

a>

p

+<a,a

i

(a

i

)

*

a>

p

V<a,{(a

i

)

*

,a

i

}a>

p

V$

U

<a,{(a

i

)

*

,a

i

}a>

p

m

o

V$

U

<a,g

ii

a>

p

m

o , Prop. 2.5

V$

U

g

ii

(m)/<a,a>

p

m

o

:G

ii

$

U

<a,a>

p

m

oVG

ii

/ a

62

.

Hieraus erhalten wir insbesondere

(2.2)

(a

i

)

*

a

62

a

62

: G

ii

,

woraus folgt

(2.3) (a

i

)

*

62

6Op

:= sup

aW0

(a

i

)

*

a

62

a

62

: G

ii

. P
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t

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...777 a

i

6:6L

p+1

(U)6!6L

p

(U) ist ein beschra

º

nkter Operator mit

a

i

6Op

:G

ii

, G

ii

wie in Prop. 2.6 .

BEWEIS Der Beweis von Proposition 2.6 liefert bereits die Behauptung, es gilt

na

º

mlich eine zu (2.2) analoge Ungleichung fu

º

r a

i

. Wir ko

º

nnen die Behauptung

jedoch auch mittels der Theorie der beschra

º

nkten linearen Operatoren einsehen: Sei

h ein Hilbertraum und lll(((hhh))) bezeichne die bbbeeesssccchhhrrraaa

ººº

nnnkkkttteeennn llliiinnneeeaaarrreeennn OOOpppeeerrraaatttooorrreeennn vvvooonnn hhh

nnnaaaccchhh hhh. (l(h)6,6||/||

6Op

) ist ein Banachraum. Sei TJl(h), dann ist die Abbildung

(2.4) 6

*

: l(h) ! l(h)

T * T

*

ein isometrischer Isomorphismus [RSI, Thm. VI.3 a)], d.h.

(2.5) T

6Op

V T

*

6Op

.

Benu

º

tze nun die Aussage von Proposition 2.66. P

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 222...888 i) Nach dem BLT-Theorem 1.15 existieren eindeutige Fortsetzungen

von a

i

bzw. (a

i

)

*

(selbe Bezeichnung) auf den gesamten Hilbertraum L

,

p

(U)

a

i

: L

,

p+1

(U) ! L

,

p

(U)

und

(a

i

)

*

: L

,

p

(U) ! L

,

p+1

(U) .

ii) a bzw. a

*

sind gerade die innere bzw. a

º

u≠ere Multiplikation mit aJL

1

(M) in der

Algebra der Differentialformen auf M [Ch, p. 277]

a : L

p+1

(M) ! L

p

(M)

b * i

a

b

a

*

: L

p

(M) ! L

p+1

(M)

b * aPb .

LLLeeemmmmmmaaa 222...999 Es gilt

L

t

VL+t

2

df

2

+t6A ,

wobei A ein Operator nullter Ordnung ist und L den in Definition 1.19 eingefu

º

hrten

Operator bezeichnet. Falls die Metrik in UBM flach ist, so ergibt sich in lokalen

orthonormalen Koordinaten (x

1

,\,x

n

)
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t

AV¡

i,j

s

2

f

sx

i

sx

j

[(a

i

)

*

,a

j

] .

BEWEIS Wir betrachten oBdA glatte Formen und zeigenf

t

Vf+t

2

df

2

+t6A6,

siehe Proposition 1.176. Der Abschlu≠ des Operators f

t

liefert dann obiges Resultat.

Sei aJL

p

(M), dann ist

(2.6) V

2.1 i)

Def.

ddd

ttt

aaa e

,tf

6d6(e

tf

a)V

regel

Produkt-

e

,tf

6(de

tf

)a+e

,tf

e

tf

da

Vda+e

,tf

e

tf

6t dfPaVdddaaa+++ttt dddfffPPPaaa ,

(2.7) Vdf ¡

i=1

n

6f

i

6dx

i

V¡

i=1

n

6f

i

6(a

i

)

*

, wobei f

i

6:=6

sf

sx

i

.

Es ist also

(2.8) Vddd

ttt

/// d/+t dfP/ , bzw.

Vddd///+++ 666ttt 666¡¡¡

iii===111

nnn

666fff

iii

666(((aaa

iii

)))

***

/// ,

und damit

(2.9) Vddd

ttt

***

ddd

***

///+++ 666ttt 666¡¡¡

iii===111

nnn

666fff

iii

666aaa

iii

///Vd

*

/+t6i

df

/ .

Weiter ist

(2.10) :=f

t

{d

t

6,d

t

*

}

VBd+t¡

i=1

n

6f

i

6(a

i

)

*

K Bd

*

+t¡

j=1

n

6f

j

6a

j

K+Bd

*

+6t¡

j=1

n

6f

j

6a

j

K Bd+6t¡

i=1

n

6f

i

6(a

i

)

*

K

, (2.8)6,6(2.9)

Vd

*

d+dd

*

+t

2

6B ¡

i=1

n

6f

i

6(a

i

)

*

K B ¡

j=1

n

6f

j

6a

j

K+t

2

6B ¡

j=1

n

6f

j

6a

j

K B ¡

i=1

n

6f

i

6(a

i

)

*

K

+Bd t¡

i=1

n

6f

i

6a

i

K+B t¡

i=1

n

6f

i

6(a

i

)

*

d

*

K+Bd

*

t¡

i=1

n

6f

i

6(a

i

)

*

K+B t¡

i=1

n

6f

i

6a

i

dK

, d

2

V0V(d

*

)

2

Vf+ t

2

¡

i,j=1

n

f

i

f

j

{(a

i

)

*

,a

j

}+ t A

Vf+ t

2

¡

i,j=1

n

f

i

f

j

g

ij

+ t A , Prop. 2.5

Vf+t

2

df

62

+t6A

mit

(2.11) AAA := T d ,¡

i=1

n

6f

i

6a

i

]+ T d

*

,¡

i=1

n

6f

i

6(a

i

)

*

] =: AAA

111

+ AAA

111

***
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t

und

df

62

V<df,df>

1

V<f

i

dx

i

,f

j

dx

j

>

1

Vf

i

f

j

g

ij

.

sss

iii

sei der Operator, der nach der lokalen Koordinate x

i

ableitet:

(2.12) s

i

B ¡

1:j

1

<\

\<j

p

:n

u

j

1

\j

p

dx

j

1

P\Pdx

j

p

KV ¡

1:j

1

<\

\<j

p

:n

su

j

1

\j

p

sx

i

dx

j

1

P\Pdx

j

p

.

Damit ergibt sich aus (2.7)

(2.13) dV¡

i=1

n

6(a

i

)

*

6s

i

,

fu

º

r fJf(M) erhalten wir

dfVB ¡

i=1

n

6(a

i

)

*

6s

i

K fV¡

i=1

n

6(a

i

)

*

sf

sx

i

V¡

i=1

n

6

sf

sx

i

dx

i

.

Es ist

(2.14) VA

1

T ¡

i=1

n

6(a

i

)

*

6s

i

,¡

j=1

n

6f

j

6a

j

] , (2.11)6,6(2.13)

V¡

i,j=1

n

T (a

i

)

*

6s

i

, f

j

6a

j

] , Lin. von {/,/}

V¡

i,j=1

n

B (a

i

)

*

6f

j

6a

j

6s

i

+f

j

6a

j

6(a

i

)

*

6s

i

+(a

i

)

*

6s

i

6f

j

6a

j

,(a

i

)

*

6f

j

6a

j

6s

i

K

, Null addieren

V¡

i,j=1

n

B {6(a

i

)

*

6,6f

j

6a

j

6}6s

i

+ (a

i

)

*

6[6s

i

6,6f

j

6a

j

6] K

V¡

i,j=1

n

(g

ij

6f

j

6s

i

+A

2

) , Prop. 2.5

mit

(2.15) AAA

222

:=¡

i,j=1

n

(a

i

)

*

6[6s

i

6,6f

j

6a

j

6] .

Sei der Einfachheit halber aVh/dx

j

1

P\Pdx

j

p

, dann ist

(2.16) VA

2

a ¡

i,j=1

n

(a

i

)

*

(s

i

6f

j

6a

j

,f

j

6a

j

6s

i

)6a , (2.15)

V¡

i,j=1

n

(a

i

)

*

(f

ji

6a

j

+f

j

6s

i

6a

j

,f

j

6a

j

6s

i

)6a , Produktregel

V¡

i,j=1

n

D(a

i

)

*

6f

ji

6a

j

6a+(a

i

)

*

6f

j

6s

i

6Bh/¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

ij

k

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

K
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t

,(a

i

)

*

6f

j

6h

i

B ¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

ij

k

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

K M

V¡

i,j=1

n

D(a

i

)

*

6f

ji

6a

j

6a+(a

i

)

*

6f

j

6h

i

6B ¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

ij

k

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

K

+(a

i

)

*

6f

j

6h B ¡

k=1

p

(,1)

k+1

sg

ij

k

sx

i

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

K M

,(a

i

)

*

6f

j

6h

i

B ¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

ij

k

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

K M

V¡

i,j=1

n

Dfff

iiijjj

6(a

i

)

*

6a

j

6a+h6fff

jjj

6(a

i

)

*

B¡

k=1

p

(,1)

k+1

sssggg

iiijjj

kkk

sssxxx

iii

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

KM6,

d.h. A

2

6:6L

p

(M)6!6L

p

(M) ist ein Operator nullter Ordnung (die Koeffizientenfunktion

wird nicht differenziert), welcher erste Ableitungen von f und g, sowie zweite

Ableitungen von f beinhaltet.

(2.17) VA A

1

+A

1

*

, (2.11)

V¡

i,j=1

n

g

ij

f

j

s

i

+A

2

+ B ¡

i,j=1

n

g

ij

f

j

s

i

+A

2

K

*

, (2.14)

V¡

i,j=1

n

g

ij

f

j

s

i

+A

2

+¡

i,j=1

n

(s

i

)

*

p

V,s

i

part.Integr.

(f

j

)

*

g

Vf

j

(g

ij

)

*

g

Vg

ij

+A

2

*

V,¡

i,j=1

n

[s

i

6,6g

ij

f

j

]

ruusuut

=6

sg

ij

sx

i

6f

j

+g

ij

6

sf

j

sx

i

6

+A

2

+A

2

*

,

d.h. A6:6L

p

(M)6!6L

p

(M) ist ein Operator nullter Ordnung.

_Sei mJM

n

und U(m) sei eine Koordinatenumgebung von m in der die Metrik g

flach ist, d.h. der Kru

º

mmungstensor R ist an jedem Punkt xJU(m) Null. Dies ist

gleichbedeutend damit, da≠ alle Christoffelsymbole in U(m) verschwinden. In den

lokalen Koordinaten (x

1

,\,x

n

) haben wir also die n

3

Gleichungen [O'N, Ch. 3, Prop.

13]

0V

!

a

mij

:= g

km

6G

ij

k

V

1

2

B

sg

jm

sx

i

+

sg

im

sx

j

+

sg

ij

sx

m

K
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t

in den n

3

Unbekannten sg

jm

/sx

i

6. Dieses lineare Gleichungssystem hat nur die

triviale Lo

º

sung sg

jm

/sx

i

V06, d.h. g

jm

Vconst6.

Wir wa

º

hlen nun in einer Normalumgebung U

[

BU(m) von m NNNooorrrmmmaaalllkkkoooooorrrdddiiinnnaaattteeennn

(x

1

,\,x

n

)6, d.h. es gilt

g

ij

(m)Vd

ij

und G

ij

k

(m)V0 .

Aus dem obigen ergibt sich nun

g

ij

(x)Vd

ij

und G

ij

k

(x)V0 , MxJU

[

.

_Alternative: Nehme an es existiert eine Umgebung U(m) von mJM

n

, in der

die Metrik g gerade gleich der zuru

º

ckgezogenen euklidischen Metrik </,/>

des R

n

ist, d.h.

gVª

*

</,/> mit ª : U ! R

n

Diffeomorphismus .

Damit ist

g

ij

Vg(s

i

,s

j

)V(ª

*

</,/>)(s

i

,s

j

)V<ª

*

s

i

,ª

*

s

j

>V<e

i

,e

j

>Vd

ij

.

Sei also g

ij

Vd

ij

6, d.h. g

ij

Vd

ij

, und sei wieder der Einfachheit halber aVh/dx

l

1

P

\Pdx

l

p

, dann ist

(2.18) [s

i

,a

j

] h/dx

l

1

P\Pdx

l

p

V

Vs

i

6Bh/¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

il

k

dx

l

1

P\Pdx

l

k

P

P\Pdx

l

p

K,a

j

(h

i

/dx

l

1

P\Pdx

l

p

)

Vh

i

/¡

k=1

p

(,1)

k+1

6d

il

k

dx

l

1

P\Pdx

l

k

P

P\Pdx

l

p

K

+h

i

/¡

k=1

p

(,1)

k+1
sd

il

k

sx

i

p

V0

dx

l

1

P\Pdx

l

k

P

P\Pdx

l

p

K

,h

i

/¡

k=1

p

(,1)

k+1

6g

il

k

dx

l

1

P\Pdx

l

k

P

P\Pdx

l

p

K

V0 ,

d.h. es gilt

(2.19) [s

i

,a

j

]V0 .

Damit und mit
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(2.20) V[s

i

,f

j

6a

j

] s

i

f

j

a

j

,f

j

a

j

s

i

Vf

ji

a

j

+f

j

s

i

a

j

,f

j

a

j

s

i

Vf

ji

a

j

+f

j

[s

i

,a

j

]

Vf

ji

a

j

erhalten wir

(2.21) VA

1

¡

i=1

n

f

i

s

i

+ ¡

i,j=1

n

(a

i

)

*

6[6s

i

6,6f

j

6a

j

6]

illllllllljlllllllllk

A

2

, (2.14)

V¡

i=1

n

f

i

s

i

+¡

i,j=1

n

(a

i

)

*

6f

ji

6a

j

, (2.20)

(2.22) VA

2

*

B ¡

i,j=1

n

(a

i

)

*

6f

ji

6a

j

K

*

, (2.15)6,6(2.20)

V¡

i,j=1

n

(a

j

)

*

6f

ji

*

6(a

i

)

**

V¡

i,j=1

n

(a

j

)

*

6f

ji

6a

i

V¡

i,j=1

n

(a

i

)

*

6f

ij

6a

j

, i,j vertauschen

V¡

i,j=1

n

(a

i

)

*

6f

ji

6a

j

VA

2

, f

ij

Vf

ji

.

Wir erhalten nun den Operator A in der gewu

º

nschten Form

(2.23) VA A

1

+A

1

*

, (2.11)

V,¡

i,j=1

n

[6s

i

6,6d

ij

6f

j

]+ 2A

2

, (2.17)6,6(2.22)

V,¡

i=1

n

[6s

i

6,6f

i

]+ 2¡

i,j=1

n

f

ji

6(a

i

)

*

6a

j

, (2.21)

V,¡

i=1

n

(f

ii

+f

i

s

i

,f

i

s

i

)+ 2¡

i,j=1

n

f

ji

6(a

i

)

*

6a

j

, Produktregel

V,¡

i,j=1

n

d

ij

f

ij

+ 2¡

i,j=1

n

f

ji

6(a

i

)

*

6a

j

V¡

i,j=1

n

f

ij

(,a

j

6(a

i

)

*

,(a

i

)

*

6a

j

+26(a

i

)

*

6a

j

) , Prop. 2.5

V¡

i,j=1

n

f

ij

[(a

i

)

*

,a

j

] P

Unser Ziel ist es nun fu

º

r den Operator L

t

ein Analogon zum Hodge-Theorem 1.26

(Hodge-Zerlegung) zu beweisen. Wir gehen dabei wie folgt vor:
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_Das Kato-Rellich Theorem 2.12 liefert die Selbstadjungiertheit von L

t

6, d.h.

Spec6L

t

BR6.

_L

t

ist semi-positiv, d.h. Spec6L

t

BR

0

+

6. Also ist ,1Jr(L

t

), woraus folgt, da≠

(L

t

+Id)

-1

ein beschra

º

nkter Operator ist.

_(L

t

+Id)

-1

ist ein kompakter Operator.

_elliptische Regularita

º

t: )

k=1

r

D(6(L

t

)

k

6)VL

p

(M)6.

_Die beiden letzten Resultate liefern ein Hodge-Theorem fu

º

r L

t

6; der Beweis ist

analog zu dem des Hodge-Theorems 1.26 fu

º

r L.

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 222...111000 Seien A und B dicht definierte Operatoren auf einem Hilbertraum h.

Falls die folgenden Bedingungen erfu

º

llt sind

i) D(B)CD(A) ,

ii) Na,bJR MªJD(A) : Bª :a/ Aª +b/ ª ,

dann hei≠t B AAA---bbbeeesssccchhhrrraaa

ººº

nnnkkkttt. Das Infimum solcher a, welche ii) erfu

º

llen, hei≠t rrreeelllaaatttiiivvveee

SSSccchhhrrraaannnkkkeee vvvooonnn BBB bbbeeezzzuuu

ººº

gggllliiiccchhh AAA. Falls die relative Schranke Null ist, so hei≠t B

iiinnnfffiiinnniiittteeesssiiimmmaaalll kkkllleeeiiinnn bbbeeezzzuuu

ººº

gggllliiiccchhh AAA (Schreibweise: BBB<<<AAA).

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 222...111111 Sei T ein abgeschlossener Operator. Eine Teilmenge DBD(T) hei≠t

KKKeeerrrnnn vvvooonnn TTT (nicht zu verwechseln mit Ker6T), falls T|

D

VT.

KKKaaatttooo---RRReeelllllliiiccchhh---TTThhheeeooorrreeemmm 222...111222 [RSII, Thm. X.12] T sei selbstadjungiert, B sei

symmetrisch und T-beschra

º

nkt mit relativer Schranke a<1. Dann ist T+B

selbstadjungiert auf D(T) und wesentlich selbstadjungiert auf jedem Kern von T.

Falls T von unten durch c beschra

º

nkt ist, so ist T+B von unten beschra

º

nkt durch

c,max6{

b

1,a

, a|M|+b } ,

wobei a und b durch Definition 2.10 ii) gegeben sind.

In unserem Fall ist TVL und BVt

2

df

62

+t6A6.

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...111333 Der Operator

S

1

: L

p

(M) ! L

p

(M)

a * t

2

df

62

/a

ist beschra

º

nkt mit S

1 6Op

6:6max

mJM

t

2

/ df(m)

62

6.
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BEWEIS VS

1 6Op

6 sup

||a||=1

S

1

a V sup

||a||=1

(<S

1

a,S

1

a>

p

)

1/2

V sup

||a||=1

D $

M

<t

2

df(m)

62

a(m)6,6t

2

df(m)

62

a(m)>

p

m

oM

1/2

V sup

||a||=1

D $

M

t

4

df(m)

64

<a(m)6,6a(m)>

p

m

oM

1/2

: sup

||a||=1

D B max

mJM

t

4

6 df(m)

64

6K $

M

<a(m)6,6a(m)>

p

m

oM

1/2

Vmax

mJM

t

2

/ df(m)

62

/ sup

||a||=1

a

Vmax

mJM

t

2

/ df(m)

62

<r , da M kompakt . P

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...111444 Der Operator

S

2

: L

p

(M) ! L

p

(M)

a * t6A6a ,

wobei A der Operator aus in Lemma 2.9 ist, ist beschra

º

nkt.

BEWEIS Wegen der Kompaktheit von M genu

º

gt es die Beschra

º

nktheit von tA in

lokalen Koordinaten zu zeigen. Im Fall einer flachen Metrik ergab sich fu

º

r t6A in

lokalen Koordinaten der folgende Ausdruck (Lemma 2.9)

AV¡

i,j

s

2

f

sx

i

sx

j

[(a

i

)

*

,a

j

] .

Fu

º

r eine beliebige Metrik sind lediglich die zweiten Ableitungen von f durch

kovariante Ableitungen zu ersetzen [CFKS, Se. 11.4]. Der so erhaltene Ausdruck fu

º

r

A ist invariant unter Koordinatenwechseln [CFKS, Se. 12.4] und definiert daher A

global. A ist als Summe von Produkten beschra

º

nkter Operatoren, selbst wieder ein

beschra

º

nkter Operator (die beschra

º

nkten Operatoren bilden eine Algebra). Die

Beschra

º

nktheit von (a

i

)

*

und a

j

hatten wir in den Propositionen 2.6 und 2.7 gezeigt.

Der Multiplikationsoperator mit den zweiten Ableitungen von f ist ebenfalls

beschra

º

nkt, da M kompakt und f glatt ist. P
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Die Propositionen 2.13 und 2.14 zusammen ergeben nun die

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...111555 B6:=6t

2

6 df

62

+t6A6:6L

p

(M)6!6L

p

(M) ist ein beschra

º

nkter Operator.

B besitzt daher (BLT-Theorem 1.15) eine eindeutige Fortsetzung

B

[

: L

,

p

(M) ! L

,

p

(M)

(wir benutzen im folgenden dieselbe Bezeichnung B fu

º

r den fortgesetzten Operator).

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 222...111666 Die Voraussetzung i) in Definition 2.10 ist also erfu

º

llt. Au≠erdem

gilt mit aV06,6bV B

6Op

Bª :b/ ª , MªJD(L) ,

d.h. B ist L-beschra

º

nkt. Wegen aV0 ist B sogar infinitesimal klein bezu

º

glich L

(B<L).

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...111777 B ist symmetrisch.

BEWEIS Seien a,bJL

p

(M), dann ist

V<Ba,b>

p

$

M

B<t

2

6 df(m)

62

a(m)6,b(m)>

p

m

+<t6(A

1

+A

1

*

)a(m)6,6b(m)>

p

m

K6o

, siehe (2.11)

V$

M

B<a(m)6,t

2

6 df(m)

62

b(m)>

p

m

+<a(m)6,t6(A

1

*

+A

1

)b(m)>

p

m

K6o

, </,/>

p

m

lin.

V<a,Bb>

p

P

Aus Bemerkung 2.166, Proposition 2.176, sowie der Selbstadjungiertheit von L (Thm.

1.20) erhalten wir mittels des Kato-Rellich-Theorems 2.12

LLLeeemmmmmmaaa 222...111888 L

t

ist selbstadjungiert und D(L

t

)VD(L)BL

,

p

(M).

Es ist also insbesondere Spec6L

t

BR.

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 222...111999 T sei ein abgeschlossener Operator auf einem Hilbertraum h. lJC

ist in der RRReeesssooolllvvveeennnttteeennnmmmeeennngggeee rrr(((TTT))), falls lId,T eine Bijektion von D(T) auf h mit

beschra

º

nkter Inverser ist. Falls lJr(T), so hei≠t
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RRR

lll

(((TTT))) := (lId,T)

-1

RRReeesssooolllvvveeennnttteee vvvooonnn TTT aaannn dddeeerrr SSSttteeelllllleee lll. lJC ist im Spektrum SSSpppeeeccc 666TTT, falls lKr(T).

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...222000 Spec6L

t

BR

0

+

.

BEWEIS Es genu

º

gt L

t

auf L

p

(M) zu betrachten (Prop. 1.17). Sei aJL

p

(M)

V<a,L

t

a>

p

<a,(d

t

*

d

t

+d

t

d

t

*

)a>

p

V<d

t

a,d

t

a>

p

+<d

t

*

a,d

t

*

a>

p

;0 .

Fu

º

r l

t

JR und a

t

JD(L

t

) mit a

t

V1 und L

t

a

t

Vl

t

a

t

gilt also

0:<a

t

,L

t

a

t

>

p

V<a

t

,l

t

a

t

>

p

Vl

t

6 a

t

62

Vl

t

. P

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...222111 (L

t

+Id)

-1

ist beschra

º

nkt.

BEWEIS Aus Proposition 2.20 folgt ,1KSpec6L

t

, also ist ,1Jr(L

t

), d.h.

(,Id,L

t

)V,(L

t

+Id) besitzt eine beschra

º

nkte Inverse ,(L

t

+Id)

-1

, damit ist

auch (L

t

+Id)

-1

beschra

º

nkt. P

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...222222 (L+Id)

-1

,(L

t

+Id)

-1

V(L+Id)

-1

(L

t

,L) (L

t

+Id)

-1

.

BEWEIS V(L+Id)

-1

,(L

t

+Id)

-1

(L+Id)

-1

BId,(L+Id)6(L

t

+Id)

-1

K

V(L+Id)

-1

B Id (L

t

+Id),(L+Id) K (L

t

+Id)

-1

V(L+Id)

-1

(L

t

,L) (L

t

+Id)

-1

P

TTThhheeeooorrreeemmm 222...222333 (L

t

+Id)

-1

ist ein beschra

º

nkter Operator.

BEWEIS Nach Proposition 2.22 gilt

(L+Id)

-1

ruuusuuut

kompakt

Thm. 1.24

,(L

t

+Id)

-1

V (L+Id)

-1

ruuusuuut

kompakt

Thm. 1.24

B

q

beschraºnkt

Prop. 2.15

(L

t

+Id)

-1

ruuusuuut

beschraºnkt

Prop. 2.21

.

Die rechte Seite ist ein kompakter Operator, da die Komposition eines kompakten

Operators mit einem beschra

º

nkten Operator wieder ein kompakter Operator ist

[RSI, Thm. VI.12 c)]. D.h. die Menge der kompakten Operatoren Com6(h) ist ein

Ideal in l(h).

Nun ist Com6(h) als abgeschlossener linearer Teilraum des Banachraumes l(h) [RSI,

55



���� � ��� ���������� ������ ��� ������������������� ��� ��� ����������� ���������������� L

t

Thm.VI.12] selbst ein Banachraum. Also ist

(L

t

+Id)

-1

V(L+Id)

-1

,(L+Id)

-1

B6(L

t

+Id)

-1

als Summe zweier kompakter Operatoren selbst ein kompakter Operator. P

TTThhheeeooorrreeemmm 222...222444 (eeelllllliiippptttiiisssccchhheee RRReeeggguuulllaaarrriiitttaaa

ººº

ttt)

(

k=1

r

D(6(L

t

)

k

6)VL

p

(M) .

BEWEIS "C" Fu

º

r aJL

p

(M) ist L

t

aV(d

t

*

d

t

+d

t

d

t

*

)aJL

p

(M), d.h. L

t

bildet

glatte Formen in glatte Formen ab, d.h.

L

p

(M)BD(6(L

t

)

k

6) , MkJN .

"B" Es genu

º

gt zu zeigen (Thm. 1.23)

D

t

:=(

k=1

r

D(6(L

t

)

k

6)B(

k=1

r

D(6L

k

6) =: D .

Sei also aJD

t

6, d.h. MkJN gilt aJD(6(L

t

)

k

6)VD(6(L+B)

k

6)VD(6L

k

+\6)6. D.h.

aJD(6L

k

6) MkJN. Beachte D(L

t

)VD(L) nach Lemma 2.186. P

TTThhheeeooorrreeemmm 222...222555 (HHHooodddgggeee---ZZZeeerrrllleeeggguuunnnggg)

i) L

,

p

(M)VL

,

p

H

t

(M)2L

,

p

d

t

(M)2L

,

p

d

t

*

(M)

ii) L

p

(M)VL

p

H

t

(M)2L

p

d

t

(M)2L

p

d

t

*

(M)

iii)Ker6(6d

t

6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)VL

p

H

t

(M)2L

p

d

t

(M)

iv) L

p

H

t

(M)VL

,

p

H

t

(M) ist endlich-dimensional.

Der Beweis geht analog zum Beweis des Hodge-Theorems 1.266, wir mu

º

ssen lediglich

Theorem 1.24 u

º

ber die Kompaktheit von (L+Id)

-1

durch Theorem 2.23, sowie die

elliptische Regularita

º

t (Thm. 1.23) durch Theorem 2.24 ersetzen.

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 222...222666

i) Ker6d

t

Ve

,tf

6Ker6d

ii)Ran6d

t

Ve

,tf

6Ran6d

BEWEIS i) "C" Sei aJKer6d, dann ist
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t

d

t

(e

,tf

a)Ve

,tf

de

tf

e

,tf

aVe

,tf

daVe

,tf

/0V0 .

"B" Sei bJKer6d

t

6, d.h. 0Vd

t

bVe

,tf

de

tf

b. Also ist e

tf

bJKer6d, also

bJe

,tf

/Kerd6.

ii) "C" Sei aJRan6d, d.h. es existiert ein b mit dbVa6, dann ist

d

t

(e

,tf

b)Ve

,tf

de

tf

e

,tf

bVe

,tf

dbVe

,tf

a .

"B" Sei bJRan6d

t

6, d.h. es existiert ein a mit bVd

t

aVe

,tf

de

tf

a6. Es ist

de

tf

aJRan6d und damit bJe

,tf

/Ran6d. P

TTThhheeeooorrreeemmm 222...222777 b

p

Vdim Ker L

t

, pJ{0,\,n} .

BEWEIS VKer L

t

L

,

p

H

t

(M) , Def. 2.1 vii)

VL

p

H

t

(M) , Thm. 2.25 vi)

Y

Ker6(6d

t

6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)

Ran6(6d

t

6:6L

p-1

(M)6!6L

p

(M)6)

, Thm. 2.25 iii)

V

e

,tf

/Ker6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)

e

,tf

/Ran6(6d6:6L

p-1

(M)6!6L

p

(M)6)

, Prop. 2.26

Y

Ker6(6d6:6L

p

(M)6!6L

p+1

(M)6)

Ran6(6d6:6L

p-1

(M)6!6L

p

(M)6)

=: H

p

DR

(M;R) , (1.2.5).

P
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2.3 Der quasiklassische Limes

Wir interessieren uns fu

º

r das asymptotische Verhalten des Spektrums von

Schro

º

dingeroperatoren auf L

2

(R

n

). Wir betrachten selbstadjungierte Operatoren der

Form

(3.1) H(t)V,f

[

+t

2

6h+t6g ,

definiert als Abschlu≠ des entsprechenden Differentialoperators auf C

0

r

(R

n

)

(f

[

:=¡

kV1

n

s

2

/s(x

i

)

2

). Es seien h,gJC

r

(R

n

), g sei beschra

º

nkt, h;0 und

h>const>0 au≠erhalb eines Kompaktums. Weiterhin soll h bei nur endlich vielen

Punkten {y

(r)

}

rV1

N

verschwinden und die Hesse-Matrix von h

(3.2) H

ij

(r)

V

s

2

h

sx

i

sx

j

6(y

(r)

)

soll fu

º

r jedes r positiv definit sein.

Wir wollen nun die Eigenwerte von H(t) fu

º

r gro≠e t abscha

º

tzen. In diesem Fall

ist der Term t

2

6h im Potential V(t)Vt

2

/h+t/g dominierend. In der Na

º

he einer

Nullstelle y

(r)

von h a

º

hnelt das Potential V(t) dem eines harmonischen Oszillators,

die Eigenfunktionen zu kleinen Eigenwerten von H(t) (insbesondere dem Eigenwert

0) sind au≠erdem bei den Nullstellen von h lokalisiert, da sonst die

Eigenwertgleichung nicht erfu

º

llt sein kann (der Term t

2

h(x) ist sehr gro≠ fu

º

r

xKU

e

(y

(r)

)). Wir erwarten daher, da≠ das Spektrum von H(t) fu

º

r gro≠es t aussieht

wie das Spektrum der direkten Summe von Operatoren der Form

(3.3) H

(r)

(t)V,f

[

+t

2 1

2

H

ij

(r)

(x,y

(r)

)

i

6(x,y

(r)

)

j

+t6g(y

(r)

) , rJ{1,\,N} .

Wir haben hierbei die Taylorentwicklung 2. Ordnung fu

º

r h eingesetzt (der Ursprung

des Koordinatensystems sei bei y

(r)

gewa

º

hlt):

(3.4) h(x)V h(y

(r)

)

rst

V0

+h

m

(y

(r)

)

rst

V0

(x,y

(r)

)6+6

1

2

(x,y

(r)

)

t

6h

mm

(y

(r)

)6(x,y

(r)

)+

+O(|x,y

(r)

|

3

) .

Seien nun TTT(((bbb))) mit bJR

n

und DDD(((ttt))) mit t>0 der TTTrrraaannnssslllaaatttiiiooonnnsss--- bzw.

DDDiiilllaaatttaaatttiiiooonnnsssooopppeeerrraaatttooorrr auf L

2

(R

n

). Sie sind definiert durch

(T(b)f)(x) := f(x,b) ,

(3.5)

(D(t)f)(x) := t

n/2

/f(tx) .
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PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 333...111 T(b) und D(t) sind unita

º

re Operatoren auf L

2

(R

n

).

BEWEIS

_ V<T(b)f,T(b)g> $

n

6(T(b)f)(x) (T(b)g)(x) dx

V$

n

6f(x,b)/g(x,b) dx , y6:=6x,b & dyVdx

V$

n

6f(y)/g(y) dyV<f,g> .

_ V<D(t)f,D(t)g> $

n

6t

n/2

f(tx)/t

n/2

g(tx) dx , y6:=6tx & |

sy

sx

|Vt

n

V$

n

6f(y)/g(y) dyV<f,g> . P

Mit

(3.6) K

(r)

:=,f

[

+6

1

2

H

ij

(r)

6x

i

x

j

+g(y

(r)

) ,

wobei das Koordinatensystem seinen Ursprung bei y

(r)

habe, gilt

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 333...222 H

(r)

(t) ist unita

º

r a

º

quivalent zu tK

(r)

, d.h.

D(t

1/2

) T(t

1/2

y

(r)

) tK

(r)

T(,t

1/2

y

(r)

) D(t

,1/2

)VH

(r)

(t) .

BEWEIS (D(t

-1/2

) f) (x)Vt

-n/4

f(t

-1/2

x)

(T(,t

1/2

y

(r)

) D(t

-1/2

) f) (x)Vt

-n/4

f(t

-1/2

x+y

(r)

)

(tK

(r)

6T(,t

1/2

y

(r)

)6D(t

-1/2

) f)6(x)V

Vt/t

-n/4

6(,f

[

+6

1

2

H

ij

(r)

6x

i

x

j

+g(y

(r)

))6(f(t

-1/2

x+y

(r)

))

V t/t

-n/4

6 B,t

-1

/(f

[

f)(t

-1/2

x+y

(r)

)+ (6

1

2

H

ij

(r)

6x

i

x

j

+g(y

(r)

))/f(t

-1/2

x+y

(r)

) K

(T(t

1/2

y

(r)

) tK

(r)

T(,t

1/2

y

(r)

) D(t

-1/2

) f)6(x)V

Vt/t

-n/4

6B,t

-1

/(f

[

f)(t

-1/2

x)+

+6

1

2

6H

ij

(r)

6(x,t

1/2

y

(r)

)

i

(x,t

1/2

y

(r)

)

j

f(t

-1/2

x)+g(y

(r)

) f(t

-1/2

x)K
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(D(t

1/2

) T(t

1/2

y

(r)

) tK

(r)

T(,t

1/2

y

(r)

) D(t

-1/2

) f)6(x)V

Vt

n/4

/t/t

-n/4

6B,t

-1

/(f

[

f)(x)+

+

1

2

6H

ij

(r)

6(t

1/2

x,t

1/2

y

(r)

)

i

(t

1/2

x,t

1/2

y

(r)

)

j

f(x)+g(y

(r)

) f(x)K

V,(f

[

f)(x)+ t

2

6

1

2

6H

ij

(r)

6(x,y

(r)

)

i

(x,y

(r)

)

j

f(x)+ g(y

(r)

) f(x)

V(H

(r)

(t)6f)6(x) P

Also sind insbesondere die Spektren von H

(r)

(t) und tK

(r)

gleich: Sei h ein

Hilbertraum und seien U,T,SJl(h) mit TVU

-1

SU und U

*

VU

-1

, dann gilt

(3.7) Spec6TV Spec6S .

Denn sei tJSpec6S, d.h. N xJh mit SxVtx, dann ist

T(U

-1

x)VU

-1

SUU

-1

xVU

-1

SxVU

-1

txVt(U

-1

x) ,

d.h. tJSpec6T. Die Relation Spec6TBSpec6S wird analog gezeigt.

Die Eigenwerte von K

(r)

sind leicht zu berechnen, da K

(r)

bis auf die Kontante

g(y

(r)

) ein harmonischer Oszillator ist. Seien {(o

i

(r)

)

2

}

iV1

n

die Eigenwerte der positiv

definiten symmetrischen Matrix

1

2

6H

ij

(r)

6, die o

i

(r)

seien positiv gewa

º

hlt. Die Eigenwerte

von K

(r)

ergeben sich nun durch Summation der Eigenwerte o

i

(r)

6(2n

i

+1), n

i

JN

0

6,

der eindimensionalen harmonischen Oszillatoren ,

d

2

dx

2

+(o

i

(r)

)

2

6x

2

, welche noch um

die Konstante g(y

(r)

) zu verschieben sind. Es ergibt sich

(3.8) s(K

(r)

)VT B ¡

iV1

n

o

i

(r)

6(2n

i

+1) K+g(y

(r)

) n

1

,\,n

n

JN

0

] .

Die Eigenwerte des Operators

(3.9) 2

rV1

N

K

(r)

in 2

rV1

N

L

2

(R

n

)

ergeben sich zu

(3.10) s6B2

rV1

N

K

(r)

KV+

rV1

N

s(K

(r)

) .

TTThhheeeooorrreeemmm 333...333 [CFKS, Thm. 11.1] Seien H(t) und 2

rV1

N

K

(r)

wie zuvor. E

m

(t)

bezeichne den m-ten Eigenwert von H(t), e

m

den m-ten Eigenwert von 2

rV1

N

K

(r)

,

jeweils geza

º

hlt unter Beru

º

cksichtigung ihrer Vielfachheit. Fu

º

r festes m und gro≠e t
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gilt: H(t) besitzt mindestens m Eigenwerte und es ist

lim

t!r

E

m

(t)

t

V e

m

.

Aufgrund dieses Theorems ist unsere Vermutung besta

º

tigt, da≠ das Spektrum

von H(t) fu

º

r gro≠e t aussieht wie das Spektrum der direkten Summe der Operatoren

H

(r)

(t).

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 333...444 Voriges Theorem findet sich auch in [Si] und wurde zuvor in [CDS]

fu

º

r den eindimensionalen Fall bewiesen. Wie in [CFKS, Abschn. 11.5] bemerkt, gilt

es auch im Fall des deformierten Laplace-Beltrami-Operators L

t

auf D(L

t

)BL

,

p

(M).

Hierbei geht insbesondere die Kompaktheit von M ein. Ein Beweis fu

º

r diesen

allgemeinen Fall findet sich in [Ch, App. Se. 3].
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2.4 Beweis der schwachen Morse-Ungleichungen

Wir wollen nun die schwachen Morse-Ungleichungen

(4.1) b

p

:c

p

, pV0,\,n

beweisen. Hierzu konstruieren wir zuna

º

chst eine spezielle Riemannsche Metrik auf

M, bezu

º

glich der unser Operator

(4.2) L

t

VL6+6t

2

df

62

6+6t6A , (Lemma 2.9) ,

lokal bei den kritischen Punkten von f eine einfache Gestalt annimmt. Da wir uns

fu

º

r den tiefliegenden Teil des Spektrums von L

t

interessieren, genu

º

gt es L

t

lokal bei

den kritischen Punkten von f zu betrachten (die Eigenfunktionen zu kleinen

Eigenwerten sind fu

º

r gro≠es t nur dort lokalisiert). Um nun die Bettizahlen

(4.3) b

p

Vdim Ker L

t

|

L

p

(M)

, pV0,\,n , (Theorem 2.27) ,

nach oben abzuscha

º

tzen, verwenden wir das Theorem 3.3 u

º

ber den quasiklassischen

Limes von L

t

.

Nun also zur Konstruktion der speziellen Riemannschen Metrik auf M. Seien

{y

(r)

}

rV1

N

die kritischen Punkte der Morse-Funktion f. Aufgrund des Morse-Lemmas

1.2.1 existieren in der Umgebung eines kritischen Punktes y

(r)

mit Ind

f

(y

(r)

)Vk

Koordinaten x

1

,\,x

n

, so da≠ gilt

(4.4) f(x

1

,\,x

n

)V const,¡

iV1

k

(x

i

)

2

+¡

iVk+1

n

(x

i

)

2

.

Indem wir nun dx

1

,\,dx

n

als orthonormal deklarieren, erhalten wir die euklidische

Metrik g

ij

Vd

ij

lokal um y

(r)

. Da die kritischen Punkte isoliert sind, ko

º

nnen wir,

mittels einer Zerlegung der Eins, obige lokalen Metriken bei den kritischen Punkten,

sowie beliebige Riemannsche Metriken auf den restlichen Bereichen von M zu einer

Riemannschen Metrik auf ganz M zusammensetzen.

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 444...111 Sei (ªV(x

1

,\,x

n

),U) eine Karte von M und sei g

ij

Vd

ij

die

euklidische Metrik auf U, dann gilt fu

º

r aVv/dx

j

1

P\Pdx

j

p

JL

p

(U) mit supp6vBU

LaV,f

[

a :=,¡

kV1

n

s

2

v

s(x

k

)

2

dx

j

1

P\Pdx

j

p

.

BEWEIS Im Beweis von Lemma 2.9 hatten wir gezeigt

(4.5) Vd ¡

iV1

n

(a

i

)

*

s

i

, vgl. (2.13) .
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Die Fermionenerzeuger bzw. -vernichter (a

i

)

*

bzw. a

i

wurden in Definition 2.3 bzw.

Lemma 2.4 eingefu

º

hrt, der Operator s

i

in (2.12). Es ist

(4.6) Vd

*

B6 ¡

iV1

n

(a

i

)

*

s

i

K

*

V¡

iV1

n

(s

i

)

*

a

i

, (AB)

*

VB

*

A

*

V¡

iV1

n

,s

i

a

i

, s

i

*

V,s

i

(part. Integ.)

V,¡

iV1

n

a

i

s

i

, [s

i

6,6a

j

]V0 fu

º

r g

ij

Vd

ij

siehe (2.19) .

Nun ist

(4.7) VL d

*

d+dd

*

VB,¡

iV1

n

a

i

s

i

K B6 ¡

jV1

n

(a

j

)

*

s

j

K+B6 ¡

jV1

n

(a

j

)

*

s

j

K B,¡

iV1

n

a

i

s

i

K

V,¡

i,jV1

n

a

i

s

i

(a

j

)

*

s

j

,¡

i,jV1

n

(a

j

)

*

s

j

a

i

s

i

V,¡

i,jV1

n

a

i

(a

j

)

*

s

i

s

j

,¡

i,jV1

n

(a

j

)

*

a

i

s

j

s

i

, [s

i

6,6(a

j

)

*

]V0 & (2.19)

V,¡

i,jV1

n

{a

i

6,6(a

j

)

*

} s

i

s

j

V,¡

i,jV1

n

d

ij

s

i

s

j

V,¡

iV1

n

s

i

2

P

LLLeeemmmmmmaaa 444...222 Der Operator L

t

eingeschra

º

nkt auf L

p

(M) hat bezu

º

glich obiger spezieller

Metrik lokal bei einem kritischen Punkt y

(r)

von f mit Ind

f

(y

(r)

)Vk die Gestalt

L

t

V,f

[

+ 46t

2

6x

2

, 26t¡

iV1

k

[(a

i

)

*

,a

i

]+ 26t¡

iVk+1

n

[(a

i

)

*

,a

i

] , x

2

6:=6¡

iV1

n

(x

i

)

2

.

BEWEIS Nach Lemma 2.9 gilt L

t

VL+t

2

/ df

2

+t/A. Mit g

ij

Vd

ij

ergibt sich

(unter Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention und f

i

(x)6:=6s

i

f(x))

(4.8) Vdf(x)

2

<f

i

(x)6dx

i

,f

j

(x)6dx

j

>Vf

i

(x)6f

j

(x)6<dx

i

,dx

j

>

Vf

i

(x)6f

j

(x) g

ij

(x)Vf

i

(x)6f

j

(x) d

ij

V¡

iV1

n

f

i

(x)

2
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V

(4.4)

¡

iV1

n

4 (x

i

)

2

V4 x

2

(4.9) VA(x) f

ij

(x) [(a

i

)

*

,a

j

]

Vf

ii

(x) [(a

i

)

*

,a

i

] , (4.4) & f

ij

(x)V0 fu

º

r iWj

V,26¡

iV1

k

[(a

i

)

*

,a

i

]+ 26¡

iVk+1

n

[(a

i

)

*

,a

i

] .

Sei aVu/dx

j

1

P\Pdx

j

p

JL

p

(U), dann ist

VL(a) (d

*

d+dd

*

) (u/dx

j

1

P\Pdx

j

p

)

V,B ¡

kV1

n

s

2

u

s(x

k

)

2

K dx

j

1

P\Pdx

j

p

, Prop.4.1

=:,f

[

a P

In Paragraph 2.3 hatten wir den selbstadjungierten Operator

(4.10) H(t)V,f

[

+t

2

6h+t6g

betrachtet. In unserem Fall sind nun

Vh(x) df(x)

2

V4 x

2

, (4.8)

(4.11)

Vg(x) A(x) , s. Lemma 2.9

V,26¡

iV1

k

[(a

i

)

*

,a

i

]+ 26¡

iVk+1

n

[(a

i

)

*

,a

i

] , (4.9) .

h erfu

º

llt insbesondere die in Paragraph 2.3 geforderten Eigenschaften. Es ist

(4.12) VK

(r)

,f

[

+

1

2

H

ij

(r)

x

i

6x

j

+ g(y

(r)

) , H

ij

(r)

:=

s

2

h

sx

i

6sx

j

V,f

[

+

1

2

/8 d

ij

x

i

6x

j

+A

(r)

V,f

[

+ 4 x

2

+ A

(r)

.

Wir wollen nun das Spektrum von K

(r)

berechnen. Hieraus ergibt sich dann das

Spektrum von2

r

6K

(r)

, welches die asymptotischen Eigenwerte von L

t

darstellt.

Der Operator ,f

[

+46x

2

wirkt auf alle p-Formen u/dx

j

1

P\Pdx

j

p

gleich,
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unabha

º

ngig vom Basiselement (dx

j

1

P\Pdx

j

p

)JL

p

(U). Er ist also ein skalarer

Operator. Angewendet auf die Koeffizientenfunktion uJC

r

(U) stellt er einen n-

dimensionalen harmonischen Oszillator mit den Eigenwerten

(4.13) T ¡

iV1

n

26(n

i

+1) n

1

,\,n

n

JN

0

]

dar. Fu

º

r jeden dieser Eigenwerte gibt es also (

n

p

) unabha

º

ngige Eigenfunktionen

(Eigenformen)

(4.14) y/(dx

j

1

P\Pdx

j

p

) , 1:j

1

<\<j

p

:n ,

wobei yJC

r

(U) die Eigenfunktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators

ist. Als na

º

chstes ist nun die Wirkung von A

(r)

auf eine p-Form zu berechnen.

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 444...333

u/dx

j

1

P\Pdx

j

p

, iJ{j

1

,\,j

p

} ,

[(a

i

)

*

,a

i

] (u/dx

j

1

P\Pdx

j

p

)VV

,u/dx

j

1

P\Pdx

j

p

, sonst .

BEWEIS 111... FFFaaallllll iJ{j

1

,\,j

p

} ('6^6' bedeutet das Weglassen des so gekennzeichneten

Terms)

Va

i

(a

i

)

*

dx

j

1

P\Pdx

j

p

a

i

dx

i

Pdx

j

1

P\Pdx

j

p

Va

i

0V0

V(a

i

)

*

a

i

dx

j

1

P\Pdx

j

p

(a

i

)

*

¡

kV1

p

(,1)

k+1

d

ij

k

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

V(,1)

k+1

d

ii

dx

i

Pdx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

V(,1)

2

dx

j

1

P\Pdx

j

p

, (k,1)-faches Vertauschen ,

d.h. [(a

i

)

*

,a

i

]V1.

222... FFFaaallllll iK{j

1

,\,j

p

}

V(a

i

)

*

a

i

dx

j

1

P\Pdx

j

p

(a

i

)

*

¡

kV1

p

(,1)

k+1

d

ij

k

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

V¡

kV1

p

(,1)

k+1

d

ij

k

o

V0

dx

j

1

P\Pdx

j

k

P

P\Pdx

j

p

V0

Va

i

(a

i

)

*

dx

j

1

P\Pdx

j

p

a

i

dx

i

Pdx

j

1

P\Pdx

j

p

V(,1)

1+1

g

ii

dx

j

1

P\Pdx

j

p

+¡

kV2

p+1

(,1)

k+1

g

ij

k-1

dx

i

Pdx

j

1

P\Pdx

j

k-1

P

P\Pdx

j

p
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Vdx

j

1

P\Pdx

j

p

+¡

lV1

p

(,1)

l+2

d

ij

l

o

V0

dx

i

Pdx

j

1

P\Pdx

j

l

P

P\Pdx

j

p

Vdx

j

1

P\Pdx

j

p

,

damit ist [(a

i

)

*

,a

i

]V,1. P

Sei nun k6:=6Ind

f

(y

(r)

) und

I6:=6{j

1

,\,j

p

} , J6:=6{1,\,n} \I ,

(4.15) K6:=6{1,\,k} , L6:=6{k+1,\,n} ,

l

(r)

(j

1

,\,j

p

)6:=6#(JDK),#(IDK),#(JDL+#(IDL) .

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 444...444

1

2

A

(r)

(y/dx

j

1

P\Pdx

j

p

)Vl

(r)

(j

1

,\,j

p

)/(y/dx

j

1

P\Pdx

j

p

)

BEWEIS

1

2

A

(r)

(y/dx

j

1

P\Pdx

j

p

)

V,y¡

iV1

k

[(a

i

)

*

,a

i

]6(dx

j

1

P\Pdx

j

p

)+ y¡

iVk+1

n

[(a

i

)

*

,a

i

]6(dx

j

1

P\Pdx

j

p

)

V (,y)6B#(IDK),#(JDK)K+y6B#(IDL),#(JDL)K (dx

j

1

P\Pdx

j

p

)

VB #(JDK),#(IDK),#(JDL)+#(IDL) K y/dx

j

1

P\Pdx

j

p

Vl

(r)

(j

1

,\,j

p

)/(y/dx

j

1

P\Pdx

j

p

) P

Damit gilt

LLLeeemmmmmmaaa 444...555 s(K

(r)

)V{¡

iV1

n

2(n

i

+1)+2/l

(r)

(j

1

,\,j

p

)|n

1

,\,n

n

JN

0

} .

Wir interessieren uns fu

º

r den Eigenwert 0 von K

(r)

, insbesondere fu

º

r dessen

Vielfachheit. Zuna

º

chst u

º

berlegen wir uns, da≠ gilt

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 444...666 i) l

(r)

(j

1

,\,j

p

);,n ,

ii) l

(r)

(j

1

,\,j

p

)V,n ) Ind

f

(y

(r)

)Vp und I6:=6{j

1

,\,j

p

}VK .

66



���� � ��� ���������� ������ ��� ������������������� ��� ������ ��� ��������� ������������

BEWEIS i) l

(r)

(j

1

,\,j

p

);,#(IDK),#(JDL);,k,(n,k)V,n .

ii) '%' Sei kVp und I6:=6{j

1

,\,j

p

}VK, also ist JVL und damit

l

(r)

(j

1

,\,j

p

)V0,k,(n,k)+0V,n .

'&' Sei l

(r)

(j

1

,\,j

p

)V,n, d.h. JDKVL und IDLVL, zu zeigen ist zuna

º

chst

IVK

VIDK (IDK)E(JDK) , JDKVL

V(IEJ)DK

V(KEL)DK , IEJVKELV{1,\,n}

VKE(LDK)

VK

& KBI.

VJDL (IDL)E(JDL) , IDLVL

V(IEJ)DL

V(KEL)DL , IEJVKELV{1,\,n}

V(KDL)EL

VL

& LBJ & J

C

BL

C

& IBK , da J

C

VI, L

C

VK.

Also ist gezeigt {j

1

,\,j

p

}6=:6IVK6:=6{1,\,k}, also gilt pVk6:=6Ind

f

(y

(r)

). P

Mit der Zusatzannahme n

1

,\,n

n

V0 erhalten wir im Fall von Proposition 4.6 ii)

den Eigenwert

(4.16) ¡

iV1

n

2+ 2/(,n)V2n,2nV0 .

In jedem anderen Fall ergibt sich ein Eigenwert gro

º

≠er Null. Also gelten

LLLeeemmmmmmaaa 444...777 1 , pVInd

f

(y

(r)

)

i) dim Ker K

(r)

|

L

p

(M)

VV

0 , sonst

ii) dim Ker2

r

K

(r)

|

L

p

(M)

V c

p

.
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Nun wenden wir das Theorem 3.3 u

º

ber den quasiklassischen Limes von L

t

an.

Dieses gilt nach [Ch, App. Se. 3] auch fu

º

r unseren Fall des Operators L

t

definiert auf

D(L

t

)BL

,

p

(M), dem Abschlu≠ der p-Formen auf der geschlossenen Mannigfaltigkeit

M bezu

º

glich des L

2

-inneren Produkts aus Lemma 1.6.

Seien also eee

nnn

ppp

die Eigenwerte von2

r

K

(r)

|L

p

(M) und EEE

nnn

ppp

(((ttt))) jene von L

t

|D(L

t

)BL

,p

(M)6,

jeweils geza

º

hlt unter Beru

º

cksichtigung ihrer Vielfachheit und geordnet nach

aufsteigendem Wert. Dann ist

(4.17) lim

t!r

E

p

n

(t)

t

V e

p

n

.

Hieraus folgt, da≠ fu

º

r gro≠e t nicht mehr E

n

p

(t) gleich Null sein ko

º

nnen, als e

p

n

gleich

Null sind, damit gilt

TTThhheeeooorrreeemmm 444...888 (sssccchhhwwwaaaccchhheee MMMooorrrssseee---UUUnnngggllleeeiiiccchhhuuunnngggeeennn) c

p

;b

p

, pV0,\,n .

BEWEIS Vb

p

dim Ker L

t

6|

L

p

(M)

, Theorem 2.27

V#6{E

n

p

(t)V0} , Def. von E

n

p

(t)

:#6{e

n

p

V0} , aus (4.17)

Vdim Ker(2

r

K

(r)

|

L

p

(M)

6) , Def. von e

n

p

Vc

p

, Lemma 4.7 ii)

P

Es ist e

c

p

+1

p

der erste Eigenwert von 2

r

K

(r)

|L

p

(M) ungleich Null. Fu

º

r gro≠es t

wa

º

chst daher E

n

p

(t) wie t fu

º

r n;c

p

+1. Von den restlichen Eigenwerten

{E

1

p

(t),\,E

c

p

p

(t)} wissen wir, da≠ die ersten b

p

Null sind. Wir nennen

(4.18) {E

b

p

+1

p

(t),\,E

c

p

p

(t)}

die tttiiieeefffllliiieeegggeeennndddeeennn EEEiiigggeeennnwwweeerrrttteee.
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2.5 Supersymmetrie

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 555...111 [CFKS, Abschn. 6.3] Sei h ein Hilbertraum und H,Q seien

selbstadjungierte Operatoren auf h. P sei ein selbstadjungierter beschra

º

nkter

Operator auf h. Wir sagen das System (H,Q,P) besitze SSSuuupppeeerrrsssyyymmmmmmeeetttrrriiieee, falls gilt

i) HVQ

2

;0 ,

ii) P

2

VId ,

iii) {Q,P} := QP+PQV0 .

(In Paragraph 1.3 hatten wir P mit (,1)

N

F

bezeichnet.) Aus P

2

VId und der

Selbstadjungiertheit von P folgt

(5.1) Spec6PV{+1,,1} .

Die zugeho

º

rigen Eigenra

º

ume bezeichnen wir mit

h

f

:= {ªJh|PªV,ª} ,

(5.2)

h

b

:= {ªJh|PªVª} ,

wir erhalten die Zerlegung

(5.3) hVh

f

2h

b

, PV

,Id

f

0

0 Id

b

.

Die Elemente von h

f

nennen wir fffeeerrrmmmiiiooonnniiisssccchhheee ZZZuuussstttaaa

ººº

nnndddeee, jene von h

b

bbbooosssooonnniiisssccchhheee

ZZZuuussstttaaa

ººº

nnndddeee. Wir bezeichnen im folgenden Id

f

und Id

b

der Einfachheit halber mit 1.

Aus

0V{Q,P}VQP+PQV

A B

C D

,1 0

0 1

+

,1 0

0 1

A B

C D

V

,2A 0

0 2D

folgt AV0 und DV0, d.h.

(5.4) QV

0 B

C 0

und Q

*

V

0 C

*

B

*

0

,

die Selbstadjungiertheit von Q liefert dann CVB

*

, d.h.

(5.5) QV

0 B

B

*

0

.

Es gelten offenbar
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B : h

b

! h

f

,

B

*

: h

f

! h

b

,

(5.6)

Q : h

b

! h

f

,

Q : h

f

! h

b

,

d.h. Q macht aus fermionischen Zusta

º

nden bosonische und umgekehrt. Aus i) und

(5.5) erhalten wir

(5.7) HVQ

2

V

BB

*

0

0 B

*

B

,

wir sehen, da≠ h

f

und h

b

invariant unter H sind, sowie da≠ gilt

(5.8) [P,H]V0 .

Die (zuna

º

chst formal definierte) Gro

º

≠e

(5.9) Ind

sup

(H) := dim Ker(H|

h

b

),dim Ker(H|

h

f

)

hei≠t sssuuupppeeerrrsssyyymmmmmmeeetttrrriiisssccchhheeerrr IIInnndddeeexxx vvvooonnn HHH.

Das na

º

chste Theorem besagt, da≠ zu nichtverschwindenden Eigenwerten von H

dieselbe Anzahl von bosonischen und fermionischen Eigenfunktionen existiert.

TTThhheeeooorrreeemmm 555...222 [CFKS, Thm. 6.3] Das System (H,P,Q) besitze Supersymmetrie, dann

gilt fu

º

r jede beschra

º

nkte offene Menge OB(0,r)

dim (E

O

(H)6h

b

)Vdim (E

O

(H)6h

f

) ,

wobei EEE

OOO

(((HHH))) den SSSpppeeekkktttrrraaalllppprrrooojjjeeekkktttooorrr vvvooonnn HHH aaauuufff OOO bezeichnet.

BEWEIS Mit P

0

seien die Spektralprojektoren von P auf h

b

bzw. h

f

bezeichnet,

d.h.

(5.10)P

+

V

0 0

0 1

und P

,

V

1 0

0 0

, PVP

+

,P

,

, IdVP

+

+P

,

.

Weiter seien

(5.11) E

0

O

(H) := E

O

(H)6P

0

.

Die Vertauschbarkeit von P und H (5.8) ist per definitionem [RSI, Se. VIII.5]

a

º

quivalent zur Vertauschbarkeit aller Spektralprojektoren von P und H,

insbesondere gilt also
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(5.12) [E

O

(H),P

+

]V0 und [E

O

(H),P

,

]V0 .

Hieraus folgt durch Addition

[E

O

(H),P]V0 .

Da OB(0,r) als beschra

º

nkt vorausgesetzt wurde, ist H

^

6:=6H|E

O

(H)h ein

beschra

º

nkter Operator und, wegen Q

2

VH, ist auch Q

^

6:=6Q|E

O

(H)h beschra

º

nkt. Aus

Q

^

2

VH

^

ergibt sich

(5.13) [Q

^

,H

^

]V0 .

Nun liefert [RSI, Thm. VII.2 g) spectral theorem - functional calculus form] die

Existenz eines *-Homomorphismus f

^

6:6b(R)6!6l(E

O

(H)h), f6*6f

^

(f), wobei b(R) die

beschra

º

nkten Borelfunktionen auf R und l(E

O

(H)h) die beschra

º

nkten linearen

Operatoren auf E

O

(H)h bezeichnet. Weiter gilt f

^

(f)VH

^

und

(5.14) [Q

^

,H

^

]V0 & [Q

^

,f

^

(f)]V0 .

Sei f(x)Vc

O

(x), dann ist f

^

(f)Vf

^

(c

O

)VE

O

(H

^

), also

(5.15) [Q

^

,E

O

(H

^

)]V0 ,

das hei≠t

(5.16) [Q,E

O

(H)]|

E

O

(H)h

V0 .

Weiterhin beno

º

tigen wir die Resultate

QP

+

V

0 B

*

B 0

0 0

0 1

V

0 B

*

0 0

V

1 0

0 0

0 B

*

B 0

VP

,

Q ,

(5.17)

QP

,

V

0 B

*

B 0

1 0

0 0

V

0 0

B 0

V

0 0

0 1

0 B

*

B 0

VP

+

Q .

Nun gilt auf E

O

(H)h

(5.18) VQ6E

0

O

(H) Q6E

O

(H)6P

0

, (5.11)

VQ6P

0

6E

O

(H) , (5.12)

VP

1

6Q6E

O

(H) , (5.17)

VP

1

6E

O

(H)6Q , (5.16)

VE

O

(H)6P

1

6Q , (5.12)

VE

1

O

(H)6Q , (5.11) .

Wegen 0KO ist Q invertierbar auf E

O

(H)6h und aus (5.18) ergibt sich auf E

O

(H)h
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(5.19) E

0

O

(H)VQ

-1

6E

1

O

(H)6Q ,

woraus folgt

(5.20) dim Ran E

0

O

(H)Vdim Ran E

1

O

(H) .

Nun ist

(5.21) dim Ran E

+

O

(H)Vdim (E

O

(H)6P

+

6h)Vdim (E

O

(H)6h

b

)

und analog

(5.22) dim Ran E

,

O

(H)Vdim (E

O

(H)6h

f

) .

Also gilt

(5.23) dim (E

O

(H)6h

b

)Vdim (E

O

(H)6h

f

) . P

BBBeeeiiissspppiiieeelll 555...333 Sei M

n

wie zuvor eine glatte geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit

der Dimension n, weiter seien

(5.24) h :=2

pV0

n

L

,

p

(M) , siehe Paragraph 2.1 ,

(5.25) L := d

*

d+dd

*

: D(L)BL

,

p

(M) ! L

,

p

(M) , siehe Def. 1.19 .

Nach Thm. 1.20 ist L selbstadjungiert

VL L

*

V

(1.38)

(f

,

)

*

,

V(d

*

d+dd

*

)

*

,

V(d

*

d+dd

*

)

*

,

2

Vd

**

d

*

+d

*

d

**

,

Vd

,

d

*

+d

*

d

,

,

3

V(d

,

+d

*

)

2

, Prop. 1.18

(5.26) =: Q

2

: D(L)BL

,

p

(M) ! h .

Es ist

(5.27) VQ d

,

+d

*

, per def. (5.26)

Vd

**

+(d

,

)

*

, [RSI, Thm. VIII.1 b)6,6c)]

V(d

*

+d

,

)

*

,

*

linearer Operator

VQ

*

.

3

d ������������ & d

,

Vd

**

����� ���� ������ ���

2

f ������������ & (f

,

)

*

Vf

*

����� ���� ������ ���
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Nach Theorem 1.20 ist LVL

*

und nach Proposition 1.21 ist L;0, damit ist also i)

in Definition 5.1 erfu

º

llt. Mit

(5.28) P := (,1)

p

/Id : L

,

p

(M) ! L

,

p

(M)

gilt

(5.29) P

2

V(,1)

2p

/IdVId : L

,

p

(M) ! L

,

p

(M) ,

also Spec6PV{01}, d.h. P ist beschra

º

nkt und somit ist ii) in Definition 5.1 erfu

º

llt.

Die Aussage iii) sehen wir wie folgt ein: Sei oBdA yJL

p

(M) (siehe Prop. 1.17),

dann gilt

(5.30) V{Q,P}y QPy+PQy ,

V(,1)

p

Qy+P(Qy) , (5.28)

V(,1)

p

Qy+P(d

*

y+dy) , yJL

p

(M)

V(,1)

p

Qy+P(y

1

+y

2

) , y

1

6:=6d

*

yJL

p-1

(M)

, y

2

6:=6dyJL

p+1

(M)

V(,1)

p

Qy+(,1)

p,1

y

1

+(,1)

p+1

y

2

V(,1)

p

Qy+(,1)

p+1

(y

1

+y

2

) , (,1)

p-1

V(,1)

p+1

V(,1)

p

Qy+(,1)

p+1

QyV0 , QED .

Es wurde also gezeigt

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 555...444 Das System (L,P,Q) besitzt Supersymmetrie.

BBBeeeiiissspppiiieeelll 555...555 Seien M

n

, h und P wie in Beispiel 5.16, weiter sei

(5.31) L

t

:= d

t

d

t

*

+d

t

*

d

t

: D(L)BL

,

p

(M) ! L

,

p

(M) .

Wie zuvor ergeben sich

(5.32) L

t

VQ

t

2

;0 mit Q

t

Vd

t

+d

t

*

Vd

,

t

+d

t

*

: D(L)BL

,

p

(M) ! h

(5.33) P

2

VId und {Q

t

,P}V0 ,

L

t

und Q

t

sind selbstadjungiert, P ist selbstadjungiert und beschra

º

nkt. Damit gilt

die

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 555...666 Das System (L

t

,P,Q

t

) besitzt Supersymmetrie.
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Wir benutzen nun dieselbe Notation wie in Paragraph 2.46. Sei c

p

Wb

p

fu

º

r

mindestens ein p aus {0,\,n}6; sonst wa

º

ren die starken Morse-Ungleichungen

trivialerweise erfu

º

llt. Sei

(5.34) EJ{ E

p

b

p

+1

(t),\,E

p

c

p

(t) } ,

d.h. E ist ein tiefliegender Eigenwert von L

t

( und insbesondere EW0). Sei OBR

+

ein Intervall um E, das keine weiteren Eigenwerte von L

t

enthalte. (Es sei daran

erinnert, da≠ Spec6L

t

B[0,r) diskret ist. Fu

º

r L sehen wir dies anhand der

Darstellung von L mittels Spektralprojektoren (1.55), fu

º

r L

t

gilt eine analoge

Formel). Theorem 5.2 besagt

(5.35) dim ( E

O

(L

t

) 2

p ung

L

,

p

(M) )Vdim ( E

O

(L

t

) 2

p ger

L

,

p

(M) ) .

Es ist

(5.36) dim ( E

O

(L

t

) 2

p ung

L

,

p

(M) )Vdim (

Eigenraum von L

t

zum Eigenwert E,

eingeschraºnkt auf die ungeraden Anteile

)

V¡

p ung

dim Ker ( (L

t

,E/Id)|

D(L

t

)BL

,

p

(M)

6)

und analog fu

º

r p gerade.

Gleichung (5.35) liefert also fu

º

r jeden tiefliegenden Eigenwert E

(5.37)

¡

p ung

dim6Ker6(6(L

t

,E/Id)|

D(L

t

)BL

,

p

(M)

6)V¡

p ger

dim6Ker6(6(L

t

,E/Id)|

D(L

t

)BL

,

p

(M)

6).

In Worten hei≠t das: Die tiefliegenden Eigenwerte von L

t

treten in Paaren (p gerade,

p ungerade) auf, d.h. zu jedem tiefliegenden Eigenwert E

k

p

(t) mit p gerade geho

º

rt ein

E

k

m

p

m

(t) mit p

m

ungerade und es ist

(5.38) E

k

p

(t)VE

k

m

p

m

(t) .

Die tiefliegenden Eigenwerte von L

t

sind also in (SSSuuupppeeerrr---) MMMuuullltttiiipppllleeettttttsss gleichen

Betrags angeordnet, wobei die einzelnen Multipletts eine gerade Anzahl von

tiefliegenden Eigenwerten enthalten.
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2.6 Beweis der starken Morse-Ungleichungen

Die Anzahl der geraden tiefliegenden Eigenwerte (in (4.18) definiert) ist gegeben

durch

(6.1) ¡

p ger

(c

p

,b

p

) ,

die der ungeraden durch

(6.2) ¡

p ung

(c

p

,b

p

) .

Aufgrund der Paarungen (p gerade6,6p ungerade) der tiefliegenden Eigenwerte (siehe

(5.38)) gilt

(6.3) ¡

p ger

(c

p

,b

p

)) =¡

p ung

(c

p

,b

p

) .

Hieraus folgern wir

(6.4) V¡

pV0

n

(,1)

p

6c

p

¡

pV0

n

(,1)

p

6c

p

,¡

p ger

(c

p

,b

p

)+¡

p ung

(c

p

,b

p

) , (6.3)

V¡

p ger

c

p

,¡

p ung

c

p

,¡

p ger

c

p

+¡

p ger

b

p

+¡

p ung

c

p

,¡

p ung

b

p

V¡

pV0

n

(,1)

p

6b

p

.

Dies beweist das Theorem 1.2.2 ii).

Sei XXX

ttt

ppp

BL

,

p

(M) der (((ccc

ppp

,,,bbb

ppp

)))---dddiiimmmeeennnsssiiiooonnnaaallleee EEEiiigggeeennnrrraaauuummm der tiefliegenden Eigen-

werte {6E

b

p

+1

p

(t),\,E

c

p

p

(t)6}6. Wie in (5.32) sei Q

t

6:=6d

,

t

+d

t

*

mit D(Q

t

)VD(L)B

2

pV0

n

6L

,

p

(M).

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 666...111 Q

t

2

VL

t

& Q

t

erha

º

lt die Eigenra

º

ume von L

t

.

BEWEIS Sei x Eigenvektor von L

t

zum Eigenwert l, d.h. L

t

xVlx, dann ist zu

zeigen: Q

t

x ist Eigenvektor von L

t

zum selben Eigenwert l

L

t

(Q

t

x)(Q

t

Q

t

)Q

t

xVQ

t

L

t

xVQ

t

(lx)Vl(Q

t

x) . P

Da die Eigenwerte E

p

n

(t) von L

t

mit n>c

p

nach (4.17) sta

º

rker in t anwachsen als die

tiefliegenden Eigenwerte, gilt

E

p

n

(t)>E

p

m

(t) , Mn,m mit n>c

p

, b

p+1

:m:c

p

, t=1 .
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Damit gilt

(6.5) Q

t

: X

t

p

! X

t

p,1

2X

t

p+1

.

PPPrrrooopppooosssiiitttiiiooonnn 666...222 Ker Q

t

VKer L

t

.

BEWEIS 'B' Sei xJKer6Q

t

, dann ist L

t

xVQ

t

Q

t

xV06.

'C' Sei xJKer6L

t

6, dann gilt (oBdA nehmen wir an xJD(L

t

)DL

,

p

(M))

0V<x,L

t

x>

p

V<x,Q

t

Q

t

x>

p

V<Q

t

*

x,Q

t

x>

p

V<Q

t

x,Q

t

x>

p

,

woraus mit der Selbstadjungiertheit von Q

t

, sowie der Nichtdegeneriertheit des

inneren Produkts folgt xJKer6Q

t

6. P

Es folgt aus dim6Ker6(L

t

|

L

p

(M)

)Vb

p

(Thm. 2.27), da≠ gilt Ker6(L

t

|

X

p

t

)V{0}, also

folgt mit Proposition 6.26: Q

t

ist auf 2

pV0

n

6X

t

p

injektiv. Folgende Abbildungen sind

also ebenfalls injektiv

Q

t

: 2

lV1

l ung

2j,1

X

t

l

! 2

lV0

l ger

2j

X

t

l

, jJN ,

(6.6)

Q

t

: 2

lV0

l ger

2j

X

t

l

! 2

lV1

l ung

2j+1

X

t

l

, jJN ,

hieraus folgern wir, da≠ die Dimensionen der beiden Ra

º

ume auf der rechten Seite

nicht kleiner sind, als jene des entsprechenden Raumes der linken Seite. Es ergeben

sich also

(c

1

,b

1

)+\+(c

2j,1

,b

2j,1

):(c

0

,b

0

)+\+(c

2j

,b

2j

) ,

(6.7)

(c

0

,b

0

)+\+(c

2j

,b

2j

):(c

1

,b

1

)+\+(c

2j+1

,b

2j+1

) .

Anders geschrieben

b

0

,b

1

+b

2

,\,b

2j,1

+b

2j

:c

0

,c

1

+\,c

2j,1

+c

2j

,

(6.8)

,b

0

+b

1

,b

2

+\,b

2j

+b

2j+1

:,c

0

+c

1

,\,c

2j

+c

2j+1

.

Diese Gleichungen sind a

º

quivalent zu

(6.9) ¡

k=0

m

(,1)

k+m

6b

k

:¡

k=0

m

(,1)

k+m

6c

k

, 0:m:n ,

was zu zeigen war.

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 666...333 Der supersymmetrische Index von L

t

(5.9) ergibt sich hier zu
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(6.10) VInd

sup

(L

t

) dim Ker(L

t

|

2

p6ger

L

,

p

(M)

), dim Ker(L

t

|

2

p6ung

L

,

p

(M)

)

V¡

k=0

n

(,1)

k

6b

k

Vc(M) .

c(M) ist die EEEuuullleeerrrccchhhaaarrraaakkkttteeerrriiissstttiiikkk der Mannigfaltigkeit M. Sie ha

º

ngt von der

Topologie von M ab. Wir sehen also, da≠ Ind

sup

(L

t

) gar nicht von L

t

abha

º

ngt,

insbesondere nicht von der zur Konstruktion von L

t

verwendeten Morse-Funktion f,

sondern lediglich von der Topologie von M. (Weiter la

º

≠t sich zeigen, da≠ Ind

sup

(L

t

)

gleich dem Index von d bzw. d

t

ist, siehe (1.3.13)).
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Sei (M

n

,g) eine n-dimensionale, glatte, kompakte, orientierte Riemannsche

Mannigfaltigkeit und fJC

r

(M,R) eine Morse-Funktion. Die Lo

º

sungen des Anfangs-

wertproblems der gewo

º

hnlichen Differentialgleichung

(0.1) g

/

(t)V,zf(g(t)) , g(t)Vp ,

definieren durch f

t

p6:=6g(t) eine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen

fff

ttt

6:6M6!6M6, genannt der nnneeegggaaatttiiivvveee GGGrrraaadddiiieeennnttteeennnfffllluuu≠≠≠.

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn uuunnnddd SSSaaatttzzz 000...111

i) CCCrrriiittt 666fff := {xJM|df(x)V0}

CCCrrriiittt

kkk

666fff := {xJCrit6f|Ind

f

(x)Vk}

ccc

kkk

:= #6Crit

k

6f

ii) Sei xJCrit6f, dann hei≠t WWW

uuu

sss

(((xxx)))6:=6{pJM|lim

t!0r

6f

t

pVx} ssstttaaabbbiiillleee bzw. iiinnnssstttaaabbbiiillleee

MMMaaannnnnniiigggfffaaallltttiiigggkkkeeeiiittt vvvooonnn xxx (im Fall eines Gradientenflusses ist W

u(s)

(x) eine

Untermannigfaltigkeit von M der Dimension Ind

f

(x) bzw. n,Ind

f

(x) [We, Lemma

1.3.9]).

iii) Seien V

a

,W

b

Untermannigfaltigkeiten von M

n

. Wir sagen V und W schneiden sich

tttrrraaannnsssvvveeerrrsssaaalll, falls MpJVDW gilt T

p

V+T

p

WVT

p

M. In diesem Fall ist VDW eine

Untermannigfaltigkeit von M der Dimension a+b,n [H, Ch. 3].

Wir sagen das Tupel (f,g) erfu

º

llt die MMMooorrrssseee---SSSmmmaaallleee BBBeeedddiiinnnggguuunnnggg, falls fu

º

r den negativen

Gradientenflu≠ bezu

º

glich (f,g) gilt: W

u

(x) und W

s

(y) schneiden sich transversal

Mx,yJCrit6f.
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iv) Seien x,yJCrit6f und W

u

(x) und W

s

(y) schneiden sich transversal, dann hei≠t

mmm(((xxx,,,yyy)))6:=6W

u

(x)DW

s

(y) die xxx mmmiiittt yyy vvveeerrrbbbiiinnndddeeennndddeee MMMaaannnnnniiigggfffaaallltttiiigggkkkeeeiiittt. Sie ist nach iii)

eine Untermannigfaltigkeit von M der Dimension Ind

f

(x),Ind

f

(y).

v) Sei f(y)<a<f(x) ein rrreeeggguuulllaaa

ººº

rrreeerrr WWWeeerrrttt von f (d.h. MpJf

-1

(a) gilt df(p)W0), dann

hei≠t mmm

^̂̂

(((xxx,,,yyy)))6:=6m(x,y)Df

-1

(a) OOOrrrbbbiiitttrrraaauuummm vvvooonnn xxx uuunnnddd yyy. Dieser ist eine

Untermannigfaltigkeit von M der Dimension dim6m(x,y),1 [We, Gl. (2.1.28)]. Im

Fall von dim6m

^

(x,y)V0 hei≠en die Elemente von m

^

(x,y) iiisssooollliiieeerrrttteee OOOrrrbbbiiitttsss vvvooonnn xxx

nnnaaaccchhh yyy.

BBBeeeiiissspppiiieeelll 000...222 Wir wollen die eben definierten Begriffe fu

º

r MVS

2

BR

3

veranschaulichen.

g sei die vom R

3

auf S

2

BR

3

induzierte Metrik, f6:6S

2

6!6R sei gegeben durch (x,y,z)6*6z

Figur 0.1

DER MORSE-WITTEN KETTENKOMPLEX

Wir nehmen im folgenden an, da≠ (f,g) die Morse-Smale Bedingung erfu

º

llt. Die

Gruppen

(0.2) CCC

kkk

(((fff,,,ggg))) := 2

xJCrit

k

f

Z

2

<x> , kJ{0,\,n}6, C

k

(f,g) := 0 MkJZ\{0,\,n}6,

hei≠en kkk---ttteee KKKeeetttttteeennngggrrruuuppppppeeennn. Sie sind per definitionem von den Elementen von Crit

k

6f

frei abelsch erzeugt, <x> bezeichnet einen Erzeuger. Beachte: Die C

k

(f,g) sind

endlich erzeugt, denn aus der Kompaktheit von M und der Stetigkeit von f folgt

#Crit6f<r [We, Prop. 1.2.5]. Da wir zuna

º

chst nur Koeffizienten in Z

2

zulassen,
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ko

º

nnen wir die Forderung der Orientierbarkeit von M an dieser Stelle streichen.

Seien nun x,yJCrit6f mit Ind

f

(x),Ind

f

(y)V1, also ist dim6m

^

(x,y)V0 und

wir definieren

(0.3) nnn

222

(((xxx,,,yyy))) := #m

^

(x,y) (mod 2) .

Weiter definieren wir einen Gruppenhomomorphismus durch Fortsetzung von

sss

kkk

: C

k

(f,g) ! C

k-1

(f,g)

(0.4) <x> * ¡

yJCrit

k-1

f

n

2

(x,y) <y>

s

k

6:=60 , MkJZ\{1,\,n} ,

(d.h. s

k

za

º

hlt die x mit y verbindenden Orbits modulo 2). Die Endlichkeit der Summe

hatten wir bereits gezeigt, es bleibt die Endlichkeit von #m

^

(x,y) in (0.3) zu zeigen,

denn sonst ist n

2

(x,y) nicht wohldefiniert. Dies geschieht in Paragraph 3.16.

Der Gruppenhomomorphismus sss

kkk

hei≠t RRRaaannndddooopppeeerrraaatttooorrr, falls s

k-1

vs

k

V0 MkJZ.

Dies zeigen wir in Paragraph 3.16. (C

k

(f,g),s

k

)

kJZ

bildet also einen algebraischen

Kettenkomplex und wir ko

º

nnen seine zugeho

º

rigen Homologiegruppen HHHMMM

kkk

(((fff,,,ggg,,,MMM;;;ZZZ

222

)))

definieren als Ker6s

k

/Im6s

k+1

6.

In Paragraph 3.2 zeigen wir die Unabha

º

ngigkeit dieser Homologiegruppen von f

und g. Dies geschieht mittels einem kanonischen Kettenhomomorphismus

y

ba

/

6:6C

k

(f

a

,g

a

)6!6C

k

(f

b

,g

b

), der auf Homologieniveau einen Isomorphismus darstellt,

d.h. HM

k

(f

a

,g

a

,M;Z

2

)Y HM

k

(f

b

,g

b

,M;Z

2

), MkJZ. Es genu

º

gt daher die Bezeichnung

HHHMMM

kkk

(((MMM;;;ZZZ

222

))) fu

º

r die MMMooorrrssseee---HHHooommmooolllooogggiiieee vvvooonnn MMM mmmiiittt KKKoooeeeffffffiiizzziiieeennnttteeennn iiinnn ZZZ

222

. Zur Konstruktion

von y

ba

/

betrachten wir einen speziellen Morse-Witten Komplex (C

k

(F,G,S),f

k

)

kJZ

fu

º

r die Mannigfaltigkeit M6x6S

1

(SY[,1,1]/{01}). Die Morse-Funktion F, sowie die

Metrik G auf M6x6S

1

definieren wir mittels Homotopien zwischen f

a

und f

b

bzw. g

a

und

g

b

. Die Einschra

º

nkung von F und G auf M6x60 bzw. M6x61 liefert die urspru

º

nglichen

Morse-Witten Komplexe (C

k

(f

a

,g

a

,s

a

),s

k

a

)

kJZ

bzw. (C

k

(f

b

,g

b

,s

b

),s

k

b

)

kJZ

6. y

ba

/

<x>

za

º

hlt nun die <(x,0)> mit <(y,1)> verbindenden Orbits bezu

º

glich des negativen

Gradientenflusses von F auf M6x6S

1

. Um die Unabha

º

ngigkeit des induzierten

Homomorphismus y

ba

*

von der Wahl der zu seiner Konstruktion gewa

º

hlten Homotopien

zu zeigen, benutzen wir 2-Parameter Homotopien und betrachten einen Morse-Witten

Komplex auf M6x6S

1

6x6S

1

. Es folgt das Resultat, da≠ y

ba

*

ein Isomorphismus ist.

In Paragraph 3.3 skizzieren wir einen Beweis der Isomorphie von HM

k

(M;Z

2

)

und H

sing

k

(M;Z

2

), der singula

º

ren Homologie von M. Die Idee ist eine zu einer glatten

80



���� � ��� ������������ �������

Triangulierung von M assoziierte Morse-Funktion zu konstruieren und den simplizialen

Randoperator zu imitieren.

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 000...333 Wir ko

º

nnen die Kettengruppen auch mit Koeffizienten in Z definieren

(falls M orientierbar ist): Sei M fest orientiert und xJCrit6f, dann bezeichnen wir mit

<x> den Erzeuger x zusammen mit einer beliebig aber fest gewa

º

hlten Orientierung

von EEE

uuu

xxx

6:=6T

x

W

u

(x). (Da W

u

(x) kontrahierbar ist, ist TW

u

(x) ein triviales Vektorbu

º

ndel

und <x> induziert daher eine Orientierung von TW

u

(x). <x> induziert auch eine

Orientierung von T

x

W

s

(x), denn es ist T

x

MVT

x

W

u

(x)2T

x

W

s

(x), und damit von

TW

s

(x)). sss bezeichne eine Wahl der Orientierung von E

u

y

MyJCrit6f.

Seien x,yJCrit6f mit Ind

f

(x)>Ind

f

(y), dann ist m(x,y) in natu

º

rlicher Weise

orientiert, denn wir haben die kurze exakte Sequenz von Vektorbu

º

ndeln

0 ! Tm(x,y) !

i

T

m�����

W

u

(x)2T

m�����

W

s

(y) !

j

T

m�����

M! 0

(0.5) i : (p,x) * ((p,x),(p,,x))

j : ((p,x),(p,j)) * (p,x+j)

(bis auf Tm(x,y) sind alle vorkommenden Vektorbu

º

ndel orientiert, also wird nach [Hi,

Ch. 4, Lemma 4.1] eine Orientierung von Tm(x,y) induziert). Wir ko

º

nnen dies auch

folgenderma≠en ausdru

º

cken: Aus der Transversalita

º

tsbedingung

(0.6) dim T

p

W

u

(x)+dim T

p

W

s

(y)Vdim T

p

M+dim T

p

m(x,y)

ergibt sich ein Isomorphismus

(0.7) T

p

W

u

(x)/T

p

m(x,y)YT

p

M/T

p

W

s

(y)

und die Orientierung von T

p

m(x,y) ist jene Orientierung, die obigen Isomorphismus

orientierungserhaltend macht. Die Zusammenhangskomponenten von m(x,y) sind

kontrahierbar und daher ist jede Zusammenhangskomponente von m(x,y) durch die

Orientierung von T

p

m(x,y) orientiert, wobei p ein Element dieser

Zusammenhangskomponente sei.

Im Fall Ind

f

(x),Ind

f

(y)V1 ist jede Zusammenhangskomponente u

i

von

m(x,y) eine 1-dimensionale kontrahierbare Untermannigfaltigkeit von M; durch den

negativen Gradientenflu≠ wird eine weitere Orientierung auf ihr induziert. Jede

Zusammenhangskomponente u

i

Jm(x,y) korrespondiert zu genau einem Element

u
^

i

Jm

^

(x,y). Wir ordnen nun jedem Orbit u
^

i

Jm

^

(x,y) ein ccchhhaaarrraaakkkttteeerrriiissstttiiisssccchhheeesss VVVooorrrzzzeeeiiiccchhheeennn

nnn

uuu

iii

J{01} durch folgende Bedingung zu: Sei pJu

i

, dann gelte

[,n

u

i

/zf(p)/R]V[T

p

m(x,y)] ,
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wobei [/] die Orientierung der Vektorra

º

ume bezeichne. Die Orientierung der linken

Seite ist also durch den negativen Gradientenflu≠ und das charakteristische Vorzeichen

bestimmt, jene der rechten Seite durch (0.7), also letztendlich durch die Wahl s.

Nun definieren wir

(0.8) nnn(((xxx,,,yyy))) := ¡

u
�
Jm

�

�x�y�

n

u

JZ .

In den Kettengruppen lassen wir nun Koeffizienten in Z zu und bezeichnen sie mit

CCC

kkk

(((fff,,,ggg,,,sss))). In der Definition von s

k

(0.4) ersetzen wir n

2

(x,y) durch n(x,y).

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 000...444 Aus dem in Paragraph 3.3 skizzierten Isomorphismus

HM

*

(M;Z)YH

*

sing

(M;Z) ergeben sich sofort die schwachen Morse-Ungleichungen:

(0.9) Vc

k

#{Erzeuger von C

k

(f,g,s)}

;#{Erzeuger von HM

k

(M;Z)}

V#{Erzeuger von HM

k

sing

(M;Z)}

Vb

k

.

Die starken Morse-Ungleichungen erhalten wir aus Theorem 1.2.46, denn obiger

Isomorphismus besagt b

k

(s

_

)Vb

k

6.
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333...111 DDDeeerrr kkkaaannnooonnniiisssccchhheee RRRaaannndddooopppeeerrraaatttooorrr

In diesem Paragraphen geht es darum zu zeigen, da≠ der zuvor in (0.4) definierte

Gruppenhomomorphismus s

k

6:6C

k

(f,g,s)6!6C

k-1

(f,g,s) ein Randoperator ist, d.h. da≠

gilt

TTThhheeeooorrreeemmm 111...111 [Mi,Fl1,Sa,Po,Sch,We] s

k-1

vs

k

V0 , MkJZ .

Der detaillierte Beweis dieses Theorems ist Inhalt von [We], er orientiert sich am

folgenden von A. Floer im Zusammenhang mit der Floer-Homologie aufgestellten

Programm [Fl2]

_Transversalita

º

t

_Kompaktheit

_Glueing (Verkleben von Orbits).

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 111...222 Die Floer-Homologie ist eine unendlich dimensionale Verallgemeinerung

der hier betrachteten Morse-Homologie. Die Rolle von M wird vom Schleifenraum LM

(r-dimensional, M ist hier eine symplektische Mannigfaltigkeit mit symplektischer

Form o und p

2

(M)aV0), jene von f vom symplektischen Wirkungsfunktional A

H

u

º

bernommen

A

H

: LM ! R

g * $

D

2

u

*

o+$

0

1

H

t

(g(t)) dt ,

wobei H

t

eine Zeit-1-periodische Hamiltonfunktion auf M ist und u6:6D

2

6!6M eine

Fortsetzung von g6:6S

1

6!6M auf D

2

darstellt. Hierbei wird vorausgesetzt, da≠ LM aus

kontrahierbaren Schleifen bestehe. Im Falle der Zeitunabha

º

ngigkeit von H

t

6, sowie einer

Nichtdegeneriertheitsbedingung wird H

t

VH zu einer Morse-Funktion auf M. Dieser

Spezialfall fu

º

hrt auf den Morse-Witten Komplex.

Vor kurzem erweckte die Floer-Theorie das Interesse von theoretischen Physikern, die

sich mit String-Theorie bescha

º

ftigen, siehe z.B. [Va].

TRANSVERSALITA

º

T

Die Morse-Smale Bedingung, die fu

º

r die Wohldefiniertheit von s

k

notwendig ist,

wird im Allgemeinen nicht erfu

º

llt sein:
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BBBeeeiiissspppiiieeelll 111...333 Wir betrachten noch einmal den Fall des senkrecht in den R

3

eingebetteten

2-Torus T

2

mit der durch diese Einbettung induzierten Metrik g, siehe Beispiel 1.2.56.

Die Morse-Funktion sei die Ho

º

henfunktion f6:6T

2

6!6R6, (x,y,z)6*6z6. Sie hat vier kritische

Punkte M,s

1

,s

s

,m mit Indizes 2,1,1,06.

Figur 1.1

Offenbar ist W

u

(s

1

)DW

s

(s

2

)Vl

1

El

2

6, d.h. wir haben zwei s

1

und s

2

verbindende Orbits.

Da W

u

(s

1

) und W

s

(s

2

) 1-dimensional sind, kann ihr Schnitt nicht transversal sein, d.h.

die Morse-Smale Bedingung ist nicht erfu

º

llt.

Durch eine beliebig kleine Sto

º

rung der Situation in Figur 1.1 ko

º

nnen wir jedoch

Transversalita

º

t erreichen: Wir kippen den Torus ein wenig wie in Figur 1.2 dargestellt.

Figur 1.2
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Es gibt nun keine s

1

und s

2

verbindenden Orbits mehr, d.h. die Morse-Smale Bedingung

ist nun erfu

º

llt.

Wir ko

º

nnen im Allgemeinen durch kleine Sto

º

rungen einer nichttransversalen

Situation eine transversale Situation erreichen. Dies ist die Aussage des folgenden

Theorems von Smale, welches sich aus den beiden bekannten Theoremen A und B in

[Sm] ergibt.

TTThhheeeooorrreeemmm 111...444 (SSSmmmaaallleee) Die Menge der Vektorfelder, die der Morse-Smale Bedingung

genu

º

gen, liegen C

1

-dicht in GGGrrraaaddd

rrr

(((MMM))) der Menge der glatten Gradientenvektorfelder.

Jede Sto

º

rung von (f,g) zu (f

~

,g

~

), so da≠ z

g~

f

~

C

1

-nahe bei z

g

f liegt und der Morse-

Smale Bedingung genu

º

gt, fu

º

hrt aufgrund der natu

º

rlichen Isomorphismen aus Paragraph

3.2 zu isomorphen Morse-Homologiegruppen. Wir gehen daher im folgenden oBdA

davon aus, da≠ die Morse-Smale Bedingung fu

º

r (f,g) erfu

º

llt sei.

KOMPAKTHEIT

Wir untersuchen nun die Orbitra

º

ume m

^

(x,y) auf Kompaktheit. Dies fu

º

hrt im

Fall der Indexdifferenz 1 auf #m

^

(x,y)<r und damit zur Wohldefiniertheit von

n

2

(x,y) (0.3) bzw. n(x,y) (0.8). Jedes Element u
^
Jm

^

(x,y) repra

º

sentiert genau einen

Orbit von x nach y, weiter sei

o : m

^

(x,y) ! M

u
^

* u := o(u
^
) := f u

^
.

DDDeeefffiiinnniiitttiiiooonnn 111...555 KBm

^

(x,y) hei≠t kkkooommmpppaaakkkttt bbbiiisss aaauuufff (((lll,,,111)))---fffaaaccchhh gggeeebbbrrroooccchhheeennneee OOOrrrbbbiiitttsss, falls fu

º

r

jede Folge {p
^

i

}

iJN

BK gilt: EEEnnntttwwweeedddeeerrr besitzt {p
^

i

}

iJN

eine (in K) konvergente Teilfolge,

ooodddeeerrr es existieren kritische Punkte xVx

0

,\,x

l

Vy6, 2:l:Ind

f

(x),Ind

f

(y) und x

j-1

mit x

j

verbindende Orbits q
^

j

Jm

^

(x

j-1

,x

j

)6, jV1,\,l6, so da≠ p
^

i

6!6(q
^

1

,\,q
^

l

) fu

º

r i!r.

Die Morse-Smale Bedingung liefert Ind

f

(x

0

)>\>Ind

f

(x

l

)6, insbesondere also

lJInd

f

(x),Ind

f

(y). Die vorige Konvergenz ist folgenderma≠en definiert

Me>0 NIJN Mi>I : o(p
^

i

)BU

e

( E

j=1

l

o(q
^

j

) ) .
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Im Fall der Indexdifferenz 2 ko

º

nnen wir uns die Situation so veranschaulichen

Figur 1.3

TTThhheeeooorrreeemmm 111...666 [We, Thm. 2.2.1] m

^

(x,y) ist kompakt bis auf gebrochene Orbits der

Ordnung l, lJ{1,\,Ind

f

(x),Ind

f

(y)} geeignet.

KKKooorrrooollllllaaarrr 111...777 Im Fall Ind

f

(x),Ind

f

(y)V1 gilt #m

^

(x,y)<r.

BEWEISIDEE Einerseits folgt die Aussage aus Theorem 1.6, Definition 1.5 (es trifft der

'Entweder'-Fall zu) und der Kompaktheit von M. Andererseits ko

º

nnen wir sie auch so

motivieren (das ist auch die Beweisidee fu

º

r Theorem 1.6): Es ist dim6m

^

(x,y)V0, also

ist m

^

(x,y) eine diskrete Punktmenge. Angenommen #m

^

(x,y) ist unendlich, dann

besitzt m

^

(x,y) aufgrund der Kompaktheit von M einen Ha

º

ufungspunkt p
^
. Es bleibt zu

zeigen p
^
Jm

^

(x,y) und wir haben einen Widerspruch zur Diskretheit der Elemente von

m

^

(x,y) (denn m

^

(x,y) ist ja eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M). Im Fall

eines Gradientenflu≠es verbindet der Orbit durch p
^
o(p

^
)6=:6p zwei kritische Punkte von

f, welche im Abschlu≠ von m

^

(x,y) liegen. Wie in [We, Abschn. 2.2] detailliert

ausgefu

º

hrt, folgern wir die Existenz von weiteren kritischen Punkten z

0

,\,z

l

und

verbindenden Orbits q
^

j

Jm

^

(x

j

,x

j-1

)6, jV1,\,l6. Es mu≠ gelten z

0

Vx,\,z

l

Vy und aus

Ind

f

(x),Ind

f

(y)V1 folgt nun lV1, d.h. p
^
Jm

^

(x,y).
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Figur 1.4 P

GLUEING (VERKLEBEN VON ORBITS)

Wir betrachten im folgenden den Fall Ind

f

(x),Ind

f

(z)V2, d.h. m(x,z) besteht

aus 2-dimensionalen und m

^

(x,z) aus 1-dimensionalen Zusammenhangskomponenten.

Letztere, mmm

^̂̂

iii

(((xxx,,,zzz))) genannt, sind aufgrund der Klassifikation von 1-dimensionalen

unberandeten glatten Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu (0,1) oder S

1

. Im Fall

m

^

i

(x,z)Y(0,1) wissen wir aufgrund von Theorem 1.6, da≠ die beiden Enden 1-fach

gebrochenen Orbits (u

1

,v

1

) und (u

2

,v

2

) entsprechen.

Figur 1.5

Das folgende Theorem wurde detailliert in [We, Abschn. 2.3] bewiesen. Der Beweis ist

recht technisch, fu

º

r das Folgende nicht von Bedeutung und soll deshalb hier nicht

wiederholt werden.

TTThhheeeooorrreeemmm 111...888 (VVVeeerrrkkkllleeebbbeeennn vvvooonnn OOOrrrbbbiiitttsss) Sei Ind

f

(x),Ind

f

(z)V2 und yJCrit6f so da≠

m

^

(x,y)WL und m

^

(y,z)WL, dann existiert rJR

+

und eine Einbettung

87



���� � ��� ������������ ������� ��� ��� ���������� ������������

/#

^

/

/ : m

^

(x,y) x (0,r) x m

^

(y,z) ! m

^

(x,z) .

Fu

º

r festes (u
^
,v
^
)Jm

^

(x,y)6x6m

^

(y,z) gibt es genau eine Zusammenhangskomponente

m

^

i

(x,z) mit u
^
#

^

s

v
^
Jm

^

i

(x,z), sJ(0,r), und

u
^
#

^

s

v
^
! (u

^
,v
^
) fu

º

r s!r

im Sinne von Definition 1.56. Es gibt kkkeeeiiinnneee andere Zusammenhangskomponente m

^

j

(x,z),

die eine gegen (u
^
,v
^
) konvergente Folge beeinhaltet.

Mit Theorem 1.6 und Theorem 1.8 ko

º

nnen wir die Zusammenhangskomponenten

m

i

(x,z) im Fall Ind

f

(x),Ind

f

(z)V2 wie folgt klassifizieren:

Figur 1.6 Ausgeschlossen aufgrund von Theorem 1.8

Figur 1.7 Mo

º

glich und m

^

i

(x,z)Y(0,1)
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Figur 1.8 Mo

º

glich, aber uninteressant, da m

^

i

(x,z)YS

1

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 111...999 Aus Theorem 1.8 folgt, da≠ die Menge der 1-fach gebrochenen Orbits

zwischen x und z ooo

^̂̂

111

(((xxx,,,zzz))) in bijektiver Beziehung zu den Enden der zu (0,1)

diffeomorphen Zusammenhangskomponenten von m

^

(x,z) steht. Elemente

(u

1

,v

1

),(u

2

,v

2

)Jo

^

1

(x,z), die je einem Ende ein und derselben Zusammenhangs-

komponente m

^

i

(x,z)Y(0,1) entsprechen, nennen wir cccooobbbooorrrdddaaannnttt. Theorem 1.8 besagt

(u

1

,v

1

)W(u

2

,v

2

), siehe Figur 1.6 rechts.

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 111...111000 Es la

º

≠t sich zeigen, da≠ fu

º

r cobordante Elemente

(u

1

,v

1

),(u

2

,v

2

)Jo

^

1

(x,z) gilt

n

u

1

/n

v

1

V,n

u

2

/n

v

2

.

Der Beweis findet sich z.B. in [Po2, Prop. 2.4.1].

Figur 1.9 Die charakteristischen Vorzeichen '0' der isolierten Orbits
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BEWEIS VON THEOREM 1.1

Sei <x> ein Erzeuger von C

k

(f,g,s), dann ist

Vs

k-1

vs

k

<x> s

k-1

6 B ¡

yJCrit

k-1

f

n(x,y)<y>K , Def. s

k

V ¡

yJCrit

k-1

f

n(x,y) s

k-1

<y> , Z-Lin.

V ¡

yJCrit

k-1

f

n(x,y) ¡

zJCrit

k-2

f

n(y,z)<z> , Def. s

k-1

V ¡

zJCrit

k-2

f

¡

yJCrit

k-1

f

n(x,y)/n(y,z)<z> , endl. Summen

V ¡

zJCrit

k-2

f

¡

yJCrit

k-1

f

B ¡

u

^

Jm

^

(x,y)

¡

v
^
Jm

^

(y,z)

n

u

/n

v

K<z>

, Def. n(/,/)

V ¡

zJCrit

k-2

f

B ¡

(u
^
,v
^
)Jo

^
1

(x,z)

n

u

/n

v

K

ruuuuuuuuuusuuuuuuuuuut

V0, da sich je 2 Summanden

zu Null addieren (Bem. 1.10)

<z> , Bem. 1.9

V0 P
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333...222 DDDeeerrr kkkaaannnooonnniiisssccchhheee KKKeeetttttteeennnhhhooommmooommmooorrrppphhhiiisssmmmuuusss

In diesem Paragraphen soll ein kkkaaannnooonnniiisssccchhheeerrr KKKeeetttttteeennnhhhooommmooommmooorrrppphhhiiisssmmmuuusss yyy

///

bbbaaa

vom

Grad 0 zwischen zwei Morse-Witten Komplexen u

º

ber M konstruiert werden, d.h. ein die

Graduierung erhaltender Homomorphismus zwischen freien abelschen Gruppen

(2.1) yyy

///

bbbaaa

: C

/

(f

a

,g

a

,s

a

) ! C

/

(f

b

,g

b

,s

b

)

mit

(2.2) s

/

b

vy

/

ba

Vy

/

ba

vs

/

a

.

Letztere Eigenschaft stellt sicher, da≠ y

/

ba

Zyklen in Zyklen und Ra

º

nder in Ra

º

nder

abbildet. Die Abbildung ist daher auf Homologieniveau wohldefiniert

(2.3) yyy

***

bbbaaa

: HM

*

(f

a

,g

a

,s

a

,M;Z) ! HM

*

(f

b

,g

b

,s

b

,M;Z)

[a] * [y

/

ba

a] .

Es wird sich herausstellen, da≠ y

*

ba

ein Isomorphismus ist. Daher ko

º

nnen

Homologiegruppen zu verschiedenen Wahlen von (f,g,s) identifiziert werden. Zur

Konstruktion von y

/

ba

benutzen wir die Resultate des vorhergehenden Paragraphen.

Genauer gesagt betrachten wir Morse-Witten Komplexe u

º

ber M6x6S

1

bzw. M6x6S

1

6x6S

1

mit geeignet definierten Morse-Funktionen und Metriken. Dieser Zugang findet sich in

[Po1, Se. 7] [Po2, Se. 2.6]. Wir notieren die Graduierung im folgenden auf Kettenniveau

mit einem Subindex '/' und auf Homologieniveau mit '*'.

Wir definieren zuna

º

chst den Morse-Witten Komplex in etwas allgemeinerer

Form. Eine offene Menge U in einer Mannigfaltigkeit N hei≠t iiisssooollliiieeerrreeennndddeee UUUmmmgggeeebbbuuunnnggg fu

º

r

einen Flu≠ ª, falls der Abschlu≠ der Vereinigung aller in U enthaltenen Orbits in U

enthalten ist, d.h.

(2.4) S(U) := {pJU|ª

t

pJU, MtJR}BU .

S(U) hei≠t iiisssooollliiieeerrrttteee iiinnnvvvaaarrriiiaaannnttteee MMMeeennngggeee.

Falls U so eine Umgebung fu

º

r den Flu≠ von ,zf ist, definieren wir den Morse-Witten

Komplex C

/

(U,f,g,s) bezu

º

glich U als die Untergruppe von C

/

(f,g,s), die frei abelsch

von den Elementen von Crit6fDU erzeugt wird. Der Randoperator s

k

(U) ist definiert

wie zuvor, au≠er da≠ wir nur jene verbindenden Orbits za

º

hlen, welche in U enthalten

sind. s

k-1

(U)vs

k

(U)V0 ergibt sich aus der Tatsache, da≠ Mx,zJCrit6fDU gilt:

m(x,z)DU ist offen und abgeschlossen in m(x,z).

Um nun einen Kettenhomomorphismus zwischen C

/

(f

a

,g

a

,s

a

) und
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C

/

(f

b

,g

b

,s

b

) zu konstruieren, wa

º

hlen wir ein eJ(0,

1

2

) und eine Homotopie f

s

zwischen

f

a

und f

b

(sei im folgenden aV0 und bV1)

f

0

, s<e

(2.5) f

s

:= V , sJR ,

f

1

, s>1,e

sowie eine analoge Homotopie g

s

zwischen g

0

und g

1

. S

1

sei parametrisiert durch

s6*6e

ips

, sJR, d.h. wir identifizieren S

1

mit [,1,1]/{01}. g
^
bezeichne die durch diese

Parametrisierung auf S

1

induzierte Metrik. Fu

º

r hinreichend gro≠es K>0 erhalten wir

folgende MMMooorrrssseee---FFFuuunnnkkktttiiiooonnn aaauuufff MMM 666xxx 666SSS

111

(hierbei geht ein, da≠ die Homotopien nahe bei 0

bzw.01 konstant sind)

(2.6) FFF(((ppp,,,sss))) := f

|s|

(p)+

K

p

cos (ps) , sJ[,1,1] , pJM .

mit

(2.7) Crit FV{6(x,i)|xJCrit f

i

6, iV0,16} , Ind

F

(x,i)VInd

f

i

(x)+1,i .

Eine Metrik auf M6x6S

1

sei definiert durch

(2.8) G

(p,s)

:= g

|s|

2g
^

.

Fu

º

r |s,i|<e ergibt sich

(2.9) ,z

G

F(p,s)V(,z

g

i

f

i

(p),K/sin6ps) ,

d.h. die Untermannigfaltigkeiten M

i

6:=6M6x6{i}, iV0,16, sind invariant unter dem

negativen Gradientenflu≠ von F auf M6x6S

1

, und der auf M

i

eingescha

º

nkte negative

Gradientenflu≠ erfu

º

llt die Morse-Smale Bedingung. Sei s

0

W0,1 und

gV(g

1

,g

2

)6:6R6!6M6x6S

1

eine Lo

º

sung von g

/

(t)V,z

G

F(g(t)) mit g(0)V(p

0

,s

0

), dann

folgt aus g

/

2

(t)VK6sin6pt zuna

º

chst g

2

(t)6!60 fu

º

r t!,r und g

2

(t)6!601 fu

º

r t!+r (je

nachdem ob s

0

aus (0,1) oder aus (,1,0) ist). Es gibt also insbesondere keine

verbindenden Orbits von M

1

nach M

0

und jene, welche zwei kritische Punkte in M

0

(M

1

) verbinden, sind enthalten in M

0

(M

1

).

BBBeeemmmeeerrrkkkuuunnnggg 222...111 Wir ko

º

nnen im Allgemeinen nicht erwarten, da≠ die Morse-Smale

Bedingung fu

º

r den negativen Gradinetenflu≠ von F bezu

º

glich G auf M6x6S

1

erfu

º

llt ist.

Durch eine (beliebig kleine) Sto

º

rung ko

º

nnen wir dies jedoch erreichen. Dabei werden

zwar die kritischen Punkte von F bzw. die zuvor invarianten Mengen M

i

(beliebig

wenig) verschoben bzw. deformiert, wir ko

º

nnen jedoch Crit6F mit Crit6F

[

eindeutig

identifizieren, falls die Sto

º

rung hinreichend klein ist. Die Orbits in M

i

(bezu

º

glich der

urspru

º

nglichen Gro

º

≠en F,G) werden durch eine hinreichend kleine Sto

º

rung auch nicht

zersto

º

rt, da sie transversale Schnitte sind und Transversalita

º

t eine gegen hinreichend
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kleinen Sto

º

rungen stabile Eigenschaft ist. Um die Notation so einfach wie mo

º

glich zu

halten, gehen wir im folgenden oBdA davon aus, da≠ die Morse-Smale Bedingung erfu

º

llt

sei.

Die Menge UUU6:=6M6x6(,d,1+d)BM6x6[,1,1]/{01} mit 0<d<

1

2

ist eine isolierende

Umgebung von SSS6:=6M6x6[0,1]. Wir betrachten nun den Morse-Witten Kettenkomplex

(((CCC

///

FFF

,,,fff

///

)))6:=6(C

/

(U,F,G,S),s

/

(U)). Wir erhalten die Aufspaltung C

/

F

VC

/

0

2C

/

1

6,

wobei C

/

i

durch (x,i)JCrit

/-1+i

6f

i

6x6{i} frei abelsch erzeugt wird. Die Orientierung von

<x,i> sei induziert durch die Isomorphismen

T

(p,0)

W

u

(x,0)YT

p

W

u

(x)2T

0

S

1

(2.10)

T

(p,1)

W

u

(x,1)YT

p

W

u

(x)

fu

º

r ein und damit jedes pJM (die Orientierung von T

0

S

1

sei durch die

Parametrisierung von S

1

induziert). S ist also durch s

0

und s

1

bestimmt. Es la

º

≠t sich

zeigen [Po2, Se. 2.6], da≠ die Inklusionen m(x,y)!m((x,i),(y,i)), iV0,1, orientierungs-

erhaltend sind.

Die obige Aufspaltung von C

/

F

fu

º

hrt zu folgender Darstellung vonf

/

:

(2.11) f

/

V

f

/

00

f

/

01

f

/

10

f

/

11

: C

/

0

2C

/

1

! C

/-1

0

2C

/-1

1

,

wobeif

/

01

V0, da es keine verbindenden Orbits von M

1

nach M

0

gibt. Aus Paragraph

3.1 wissen wir, da≠ giltf

/-1

vf

/

V0. Dies ist a

º

quivalent zu

f

/-1

00

vf

/

00

V0 , f

/-1

11

vf

/

11

V0 ,

(2.12)

f

/-1

10

vf

/

00

+f

/-1

11

vf

/

10

V0 ,

d.h.f

/

ii

6:6C

/

i

6!6C

/-1

i

sind Randoperatoren (klar, da sie bis auf folgende Identifikationen

durch s

i

/

gegeben sind). Mit den Identifizierungen

(2.13) c

i

/

: C

/

(f

i

,g

i

,s

i

) ! C

/+1-i

i

, iV0,1

<x> * <(x,i)>

definieren wir folgenden Gruppenhomomorphismus

(2.14) yyy

111000

///

:= (,1)

/

6(c

1

/

)

-1

vf

/+1

10

vc

0

/

: C

/

(f

0

,g

0

,s

0

) ! C

/

(f

1

,g

1

,s

1

) ,

d.h. y

10

/

za

º

hlt die isolierten Orbits von kritischen Punkten x (von f

0

) in M6x60 zu
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kritischen Punkten y (von f

1

) in M6x61 mit Vorzeichen. Aus der dritten Gleichung in

(2.12) ergibt sich unter Verwendung von

f

/

00

Vc

0

/-2

vs

/-1

0

v(c

0

/-1

)

-1

undf

/-1

11

Vc

1

/-2

vs

/-1

1

v(c

1

/-1

)

-1

(2.15) y

/-2

10

vs

/-1

0

Vs

/-1

1

vy

10

/-1

,

d.h. y

/

10

ist ein Grad 0 Kettenhomomorphismus und ist daher auf Homologieniveau

wohldefiniert

(2.16) y

*

10

: HM

*

(f

0

,g

0

,s

0

,M;Z) ! HM

*

(f

1

,g

1

,s

1

,M;Z) .

Die Abbildung y

/

10

ordnet jedem xJCrit

k

6f

0

die direkte Summe aller yJCrit

k

6f

1

zu

(multipliziert mit einem entsprechenden charakteristischen Vorzeichen), zu denen x

einen verbindenden Orbit besitzt (bezu

º

glich ,z

G

F auf M6x6S

1

). Im Fall von

konstanten Homotopien (d.h. insbesondere f

0

Vf

1

,g

0

Vg

1

) ergibt sich also y

/

10

VId

/

und y

*

10

VId

*

6.

Um die Unabha

º

ngigkeit des induzierten Homomorphismus y

*

10

von den

gewa

º

hlten Homotopien zu zeigen, betrachten wir nun 222---PPPaaarrraaammmeeettteeerrr HHHooommmoootttooopppiiieeennn und

wiederholen die vorige Konstruktion fu

º

r diesen Fall. Wir wollen das weitere Vorgehen

daher nur skizzieren und entledigen uns insbesondere der la

º

stigen Graduierungsnotation.

Sei eJ(0,

1

2

) und

f

0

, s<e , r<e

f

1

, s>1,e , r<e

(2.17) fff

sss,,,rrr

:= V , s,rJ[0,1] ,

f

2

, s<e , r>1,e

f

3

, s>1,e , r>1,e

ggg

sss,,,rrr

sei analog definiert (wir verbinden also jetzt vier Morse-Witten Komplexe mittels 2-

Parameter Homotopien der f's und g's). Eine MMMooorrrssseee---FFFuuunnnkkktttiiiooonnn aaauuufff MMM 666xxx 666SSS

111

666xxx 666SSS

111

definieren

wir durch

FFF(((ppp,,,sss,,,rrr))) := f

|s|,|r|

(p)+

K

p

(cos ps+cos pr) , s,rJ[,1,1]/{01} , pJM ,

eine Metrik G durch

G

(p,s,r)

:= g

|s|,|r|

2g
^
2g

^
.

Die Untermannigfaltigkeiten M

ij

6:=6M6x6{i}6x6{j}, i,jV0,16, sind bezu

º

glich ,z

G

F

invariant und die Restriktion von ,z

G

F auf M

ij

liefert gerade die urspru

º

nglichen

Morse-Witten Komplexe C

/

(f

2j+i

,g

2j+i

,s

2j+i

) mit Randoperator s

/

2j+i

6.

VVV6:=6M6x6(,d

2

,1+d

2

)6x6(,d

2

,1+d

2

)6, 0<d<

1

2

6, ist eine isolierende Umgebung von

SSS

~~~

6:=6M6x6[0,1]

2

. Es ergibt sich der Morse-Witten Komplex
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(((CCC

///

FFF

,,,fff

///

)))6:=6(C

/

(V,F,G,S),s

/

(V)) ,

der wie folgt aufspaltet:

C

/

F

V2

lV0

3

C

/

l

,

wobei C

/

l

durch <(x,i,j)> mit lV2j+i, i,jV0,16, frei abelsch erzeugt wird. A

º

hnlich

wie zuvor bei der 1-Parameter Homotopie ergibt sich nun eine (46x64)-Matrixf

(2.18) fV

f

00

0 0 0

f

10

f

11

0 0

f

20

f

21

f

22

0

f

30

f

31

f

32

f

33

.

Das Resultatf

2

V0 aus Paragraph 3.1 fu

º

hrt auf

f

ii

2

V0 , iV0,\,3 ,

(2.19) f

10

f

00

+f

11

f

10

V0 , f

20

f

00

+f

22

f

20

V0 ,

f

31

f

11

+f

33

f

31

V0 , f

32

f

22

+f

33

f

32

V0 ,

sowie

(2.20) f

30

f

00

+f

31

f

10

+f

32

f

20

+f

33

f

30

V0 .

Mit den natu

º

rlichen Identifizierungen

c

0

: C

/

(f

0

,g

0

,s

0

) ! C

0

/+2

c

i

: C

/

(f

i

,g

i

,s

i

) ! C

i

/+1

, iV1,2

c

3

: C

/

(f

3

,g

3

,s

3

) ! C

3

/

und y

ji

6:=6(c

j

)

-1

vf

ji

vc

i

6:6C

/

(f

i

,g

i

,s

i

)6!6C

/

(f

j

,g

j

,s

j

) erhalten wir aus (2.19), da≠

y

/

10

,y

/

20

,y

/

32

,y

/

31

,y

/

30

Kettenhomomorphismen sind.

!

s

y

/

10

f

0

f

1

_,,,>,,,_

| |

(2.21) r# y

/

20

6# 6# y

/

31

| |

_,,,>,,,_

f

2

f

3

.

y

/

32
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(2.20) besagt, da≠ yyy

///

333000

eine KKKeeetttttteeennnhhhooommmoootttooopppiiieee (vom Grad +1) zwischen y

/

31

vy

/

10

und

y

/

32

vy

/

20

darstellt, d.h. es gilt

y

*

31

vy

*

10

Vy

*

32

vy

*

20

.

Wa

º

hle f

0

Vf

2

und f

1

Vf

3

, sowie eine in r konstante Homotopie, dann erhalten wir

y

*

10

Vy

*

32

unabha

º

ngig von der in s gewa

º

hlten Homotopie. Fu

º

r f

2

Vf

3

ergibt sich

y

*

21

vy

*

10

Vy

*

20

und fu

º

r f

0

Vf

2

Vf

3

y

*

01

vy

*

10

Vy

*

00

vy

*

00

VId

*

0

,

d.h.

y

*

10

: HM

*

(f

0

,g

0

,s

0

,M;Z) ! HM

*

(f

1

,g

1

,s

1

,M;Z)

ist ein Isomorphismus unabha

º

ngig von der gewa

º

hlten Homotopie. Es genu

º

gt daher die

Bezeichnung

HHHMMM

***

(((MMM;;;ZZZ)))

fu

º

r die MMMooorrrssseee---HHHooommmooolllooogggiiieee.
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333...333 DDDeeerrr kkkaaannnooonnniiisssccchhheee IIIsssooommmooorrrppphhhiiisssmmmuuusss zzzuuurrr sssiiinnnggguuulllaaa

ººº

rrreeennn HHHooommmooolllooogggiiieee

Da die Details fu

º

r den Beweis unseres kanonischen Isomorphismus noch nicht

vollsta

º

ndig ausgearbeitet sind, wollen wir diesen hier nur kurz skizzieren und darauf

hinweisen, da≠ es sich bislang nur um eine Hypothese handelt.

Auf Homologieniveau wurde jedoch bereits mehrfach folgende Isomorphie bewiesen,

siehe z.B. [Sa]

TTThhheeeooorrreeemmm 333...111 (R. Thom, S. Smale, J. Milnor, A. Floer, D. Salamon)

H

*

sing

(M;Z)YHM

*

(M;Z) .

Sei nun (K,h) eine glatte Triangulierung von M (diese existiert nach [Th]), d.h.

K ist ein Simplizialkomplex und h6:|K|!6M ein Homo

º

omorphismus, der auf jedem

Simplex von K differenzierbar ist. |K| bezeichnet die Vereinigung aller Simplizes von

K, H

*

(K) die simpliziale Homologie von K. Es ist bekannt, da≠ gilt

(3.1) YH

*

sing

(M;Z) H

*

sing

(|K|;Z) , h :|K| ! M Homo

º

omorphismus ,

YH

*

(K) , kan. Isom. [StZi, Satz 9.7.4] .

Es bleibt also einen kanonischen Isomorphismus zwischen H

*

(K) und HM

*

(M) zu

finden. Die Idee ist nun auf M eine Morse-Funktion f zu konstruieren, fu

º

r die gilt: Die

kritischen Punkte von f vom Morse-Index k stimmen genau mit den Bildern (unter der

Triangulierung h) der Baryzentren der k-Simplizes von K u

º

berein. Damit ist bereits

eine Isomorphie der Kettengruppen der simplizialen und Morse-Witten Homologie

erreicht. Da der Randoperator der simplizialen Homologie jedem k-Simplex die

alternierende Summe seiner (k,1)-Seitensimplizes zuordnet, sind wir fertig, wenn der

negative Gradientenflu≠ von f bezu

º

glich einer geeigneten Metrik g von M genau einen

verbindenden Orbit, von jedem kritischen Punkt in einem k-Baryzentrum, zu jedem

kritischen Punkt im (k,1)-Baryzentrum der Seitensimplizes besitzt (mit alternierenden

charakteristischen Vorzeichen n

u

). In diesem Fall imitiert der Morse-Witten

Randoperator s

k

jenen der simplizialen Homologie. Die offensichtliche Kettenabbildung

zwischen den beiden Komplexen ist bereits auf Kettenniveau ein Isomorphismus, also

auch auf Homologieniveau.
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333...444 AAAnnnwwweeennnddduuunnnggg

Die Morse-Homologie bietet die Mo

º

glichkeit die Homologiegruppen einer

Mannigfaltigkeit in manchen Fa

º

llen recht einfach zu berechnen. Denn wir haben die

Freiheit die Mannigfaltigkeit glatt zu deformieren, z.B. sie in einen R

N

(N hinreichend

gro≠) einzubetten, sowie eine bequeme Wahl einer Morse-Funktion und einer Metrik zu

treffen. Wir wollen dies anhand eines Beispiels veranschaulichen.

BBBeeeiiissspppiiieeelll 444...111 MVS

n

Wir betten S

n

zuna

º

chst in u

º

blicher Weise in den R

n+1

ein, siehe Figur 0.1 fu

º

r den Fall

nV2. Als Metrik nehmen wir die durch die Einbettung auf S

n

induzierte Metrik, als

Morse-Funktion die Ho

º

henfunktion

f : S

n

! R

(x

1

,\,x

n+1

) * x

n+1

.

Diese hat genau einen kritischen Punkt x mit Ind

f

(x)Vn und genau einen mit

Ind

f

(y)V0. Die Morse-Smale Bedingung ist automatisch erfu

º

llt, denn wir haben keine

verbindenden Orbits zwischen kritischen Punkten vom selben Index. Nun ist offenbar

C

n

VZ<x> , C

0

VZ<y>

und

C

i

V0 , MiJZ\{0,n} .

Die Orientierungen <x> und <y> von T

x

W

u

(x) bzw. T

y

W

u

(y) seien beliebig

gewa

º

hlt. Wegen s

n

<x>V0 und s

0

<y>V0 und der Tatsache, da≠ keine kritischen

Punkte vom Index n+1 oder 1 existieren, folgt

Z , kV0,n

HM

k

(S

n

;Z)YV ,

0 , sonst

und hieraus mit Theorem 3.1

Z , kV0,n

H

k

sing

(S

n

;Z)YV .

0 , sonst
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