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1. INTRODUCAO
Chamaremos de sistema de massas um conjunto de n pontos F,, P, ,..., P, no plano,

sendo que ao ponto B, =(x,,y,) estd associada uma massa 1, €[], de modo que
m, +m, +...+m_ # 0. Definiremos o centro de massa desse sistema como sendo o

ponto (x,) tal que:

_mxX Amyx, +eAmx, o my iy, +otm,y,

9

M M ’
Onde M =m, +m, +...+m, é a massa associada a ele.

Notacao:
Quando ao ponto (x, y) estiver associada uma massa m escreveremos (x, y)[m].

Observacoes:

(i) Podemos interpretar fisicamente o centro de massa de um sistema como sendo o
ponto onde ele concentra toda sua massa. Em termos praticos, isso nos ajuda a
simplificar, por exemplo, problemas de Dindmica onde hé aplicacdes de forcas sobre
0 sistema.

(ii)) Podemos considerar os pontos em [ ”. Neste caso, o célculo do centro de
massa de um sistema € andlogo.

(i11) Claramente o centro de massa € Unico.

2. PROPRIEDADES BASICAS

Proposicéo 1.
Seja (x, y)[m] o centro de massa do sistema

Sl :{(xl’yl)[ml]’(xz’ }’2)[’"2],...,(%{,yk)[mk]},e seja (Cl, b)[N] o centro de

massa do sistema S2:{(al,bl)[nl],(az,bz)[nz],...,(a,,b,)[nl]}. Entdo, se
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M + N #0, 0 centro de massa do sistema S =S, US, é o centro de massa do

sistema {(x,y)[M ],(a,Db)[N]}.

Demonstragéo:
Por definicio o centro de massa do sistema S =S, US, é o ponto

(X,Y)[M + N1, onde:
X = 2 M+, _M,+N,
M+ N M+ N

que ¢ justamente a primeira coordenada do centro de massa do sistema
{(x,y)[M],(a,b)[N]}. Para a segunda coordenada é andlogo.

A proposi¢do acima nos dd um algoritmo para calcular o centro de massa de um
sistema com n pontos. Para isso tomamos dois pontos (X, Yy )[m] e

(x,,y,)[m, ] quaisquer desse sistema e os substituimos pelo seu centro de massa

com a massa M, +m,. Recaimos assim num sistema com n — 1 pontos e

continuamos o processo. Assim o célculo de centros de massa resume-se apenas ao
caso n = 2, que estudamos a seguir:

Centro de massa de um sistema com duas massas
O centro de massa (x,¥)[M] de um sistema {(x,,y)[m ] (x,,y,)[m,]}é

colinear com os pontos (X, ;) e (x,,y,) pois

x oy 1
X, Y, lU=xy,+xy+x,y-—xy, —xy —xYy
x y 1
mx, +m,x m,y, +m,y
_ 14 2 X W 2 Vs
m1+m2 m1+m2
mx, +m,x, my +m,y,
- Yo =X Yy — X
m, +m, m, +m,
=0

E além disso se chamamos (x,,y,) = A, (x,,¥,) =B e (x,¥) =G vale que:
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mlA_é+m2§6=0

tal fato € deixado como exercicio para o leitor.

Observacéo:
Pela equacdo acima distinguimos alguns casos:

® As duas massas t€ém o mesmo sinal. Nesse caso o ponto G estd entre A e B e vale
que [m||AG| =|m,[|BG].

® As duas massas t€m sinais contrdrios. Nesse caso G esta fora do segmento AB e
vale que [ [|AG| = |m,[|BG].

3. APLICACOES A GEOMETRIA

Exemplo 1: Vamos tomar um tridngulo ABC qualquer e por massas iguais em seus
trés vértices, ou seja consideraremos o sistema Alpl,Blp],C[p]. Chamaremos de
G o centro de massa desse sistema. Como encontrar o ponto G?

(hummm...) denotaremos C.M. = centro de massa.

Alp]

Blp] - MI2p] Clpl

Vamos usar a proposi¢io da secio anterior. 0.C.M. de B[p] e C[p] € o seu ponto
médio M. Podemos entio trocar B[p] e C[p] por M[2p]. Logo o ponto G ser o
CM.de Alpl e M[2p], que estd sobre AM e divide AM na razio

AG 2
GM 1
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Sejam N e P os pontos médios de AC e AB. De modo andlogo poderiamos ter
provado que G€ BN e que G € CP. Esta é uma demonstragio diferente que as
trés medianas concorrem em G, que é portanto o baricentro do tridngulo. Além
disso, segue do exposto acima que:

AG BG 0G 2
GM GN GP 1
Exemplo 2: Denote por a, b, ¢, os lados do tridngulo ABC da maneira usual.
Vamos por agora massas nos vértices do tridngulo proporcionais aos lados opostos,
ou seja, considere o sistema A[a], B[D],C[c]. Seja I o C.M. desse sistema.
Vocé merece um prémio se descobrir quem € /...

Ala]

B[b] Jlb+c] Clc]

a

O raciocinio é igual ao do exemplo anterior. O C.M. de B[b] e C[c] é um ponto J

JB ¢
no lado BC tal que E = E’ ou seja, J é o pé da bissetriz interna. Logo [ serd o
Al b+c
CM.de Alale J[b+c]. Tiramos dai que I € AJ e que F: =

Sejam BL e CK bissetrizes internas. De modo anédlogo poderfamos ter provado que
I e BLeque I € CK, o que mostra que / € o incentro. As razdes saem de graca:

ﬂ_a+c_ ﬂ_a+b

9

IL b IK ¢

Exemplo 3: Seja p o semiperimetro do tridngulo. Agora uma novidade: o sistema de
massas serd A[p —al,B[p—0b],C[p—c]. Seja N o C.M. desse sistema.
Vocé realmente merece um prémio se descobrir quem € o N.
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Alp —a]

B [p-b] p-c¢ X[al p-b Clp -]

O CM. de B[p—-bleC[p—c] é um ponto X sobre o lado BC tal que

__p—’ donde concluimos que BX =p—c e que CX = p—b. Este

ponto X é onde o exincirculo relativo ao lado a toca este lado (como referéncia sobre
este fato podemos indicar [1]). Logo N serd o CM. de Alp—al] e

X[p—c+p—->bl=Xlal.

Ne AX AN a
Portanto € e v

NX p-a
exincirculos relativos aos lados b e ¢ tocam estes lados, respectivamente, podemos
mostrar que N € BY ¢ N € CZ. Conclusdo: AX, BY e CZ sao concorrentes em N
que é chamado Ponto de Nagel do AABC. Ora, ora, poderiamos saber disso usando
o teorema de Ceva (veja por exemplo [3]). Calma, o melhor ainda estd por vir. As
razdes aqui sdo cortesias para nos:

- Se considerarmos os pontos Y e Z onde os

BN b CN ¢
NY p-b NZ p-c

O préximo resultado foi 0 que nos motivou a escrever este artigo. Ele mostra toda a
beleza desta teoria, enquanto outros métodos sdo ineficazes. Para uma demonstracio
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completa (e bastante extensa) do préximo resultado usando a geometria plana
cléssica, veja [2].

Teorema 3.1. No AABC considere os pontos I, G € N como definidos acima.
Vale entdo que I, G e N sdo colineares e ainda:

NG 2

Gl 1
Prova: Seja p o semiperimetro do tridngulo. Considere um sistema de massas
Alpl,B[pl,C[p]. J4 sabemos que o C.M. desse sistema é o baricentro G.
Fazendo uso da proposicdo 1, podemos dividir esse sistema em dois subsistemas

S, = Alal,B[b],Clcle S, =Alp—al,B[p—-b],C[p—c]l. OCM.de S, éo
incentro / com massa [@a+Db+c]=[2p], enquanto o C.M. de S, € o ponto da
Nagel N com massa [p—a+p—b+p—c]=[p]l. Logo G serdi o CM. de

I[2p], N[p] o que implica I, N, G colineares (com G entre I ¢ N) e ainda pela
equagdo do momento linear:

NG 2

GI 1

Alpl=la+ (p-a)]

Blp] =[b+ (p-b)] Clpl=lc+@-o0)]

Corolario 3.1.1. Em um tridngulo qualquer ABC, sejam I,G,N como acima, O o
circuncentro e I o ortocentro. Entdo os pontos I, O, N, H formam um trapézio.
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Prova: Sabemos que H, G, O sdo colineares (reta de Euler) e que:
HG 2

Go 1
Segue entdo do teorema anterior que /O é paralelo a NH, logo I, O, N, H formam um
trapézio, cujo encontro das diagonais é G.

Podemos aplicar estes métodos do centro de massa em problemas que envolvem o
ortocentro, o baricentro e os exincentros, para saber que massas devem estar nos
vértices, veja o problema 1. Divirta-se resolvendo estes problemas. Vale usar tudo,
mas experimente a sua mais nova arma.

4. PROBLEMAS RELACIONADOS

Problema 1

o e . A a B b C ¢
(a) Verifique que o sistema cosA ' cosB I | cosC tem como C.M. o

ortocentro do tridngulo.

(b) Verifique que o sistema A[sen2A], B[sen2B],C[sen2C] tem como C.M. o
circuncentro.

(c) Prove que o C.M. do sistema A[—a], B[b],C[c] é o exincentro relativo ao lado
a. Verifique os andlogos para os outros exincentros.

Problema 2
Sejam A, B, C, D pontos conciclicos. Sejam G,,G,,G.,G,, os baricentros dos

tridngulos BCD, ACD, ABD e ABC. Prove que G,,G,,G.,G,, sio conciclicos.

Problema 3
Sejam ABCD um quadrildtero no espago de forma que AB, BC, CD e DA sejam
tangentes a uma esfera Y nos pontos X, Y, Z W. Prove que estes pontos sio

coplanares.

Problema 4
Sejam X, Y e Z os pontos onde o incirculo do tridngulo ABC toca os lados BC, AC e

AB, respectivamente. Mostre que o incentro de AABC estd sobre a reta que passa
pelos pontos médios de BC e AX. (veja uma solu¢do em [5]).
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Problema 5
Considere 6 pontos em uma dada circunferéncia. Tomamos trés destes pontos e

marcamos seu baricentro G,. Em seguida, marcamos o ortocentro H, dos outros

trés pontos e tragcamos o segmento G,H,. Mostre que todos os (6]: 20 possiveis
3
segmentos G, H, passam por um ponto fixo.

Problema 6
Seja ABCD um quadrildtero convexo inscritivel com os lados opostos AD e BC se
encontrando em P, e AB e CD em (. Prove que o quadrilidtero EFGH, determinado

em ABCD pelas bissetrizes de DPC ¢ C @B , € um losango.

Problema 7

Seja PABC um tetraedro € sejam A, B;,C, os pontos médios das arestas BC, AC e
AB, respectivamente. Seja & um plano paralelo a face ABC que intercepta as arestas
PA, PB, PC nos pontos A,, B,,C, respectivamente.

(a) Prove que A/A,,B B,,C,C, concorrem em um ponto D.

(b) Determine o lugar geométrico dos pontos D quando o varia.

Problema 8

(a) Considere 4 pontos que formam um sistema ortocéntrico (cada um € o ortocentro
do tridngulo formado pelos outros trés). Ponha massas iguais nesses 4 pontos. Prove
que o centro de massa é o centro do circulo dos nove pontos de cada um desses 4
tridngulos (veja [1] e o problema proposto No. 107 na pagina 61).

(b) (Beltrami) Prove que o C.M. do sistema formado pelo incentro e pelos trés
exincentros com massas iguais € o circuncentro.

Problema 9
Seja ABCD um quadrildtero convexo inscritivel com os lados opostos AD e BC se

encontrando em P, e AB e CD em Q. Prove que as bissetrizes dos angulos DPC e

C @B e a reta que une os pontos médios das diagonais do quadrildtero ABCD
(diagonal de Euler) concorrem.
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Problema 10

(Banco IMO/97) No AABC acutangulo, sejam AD, BE alturas e AP, BQ bissetrizes
internas. Sejam / e O o incentro e o circuncentro do tridngulo ABC, respectivamente.
Prove que os pontos D, E e I s@o colineares se e somente se P, O e O sdo colineares.
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Vocé sabia...

Que 28433-2""7 +1¢ primo?

Este nimero de 2357207 digitos é o quinto maior primo
conhecido, e foi descoberto em 30/12/2004.

Isto mostra que 28433 ndo é um nimero de Sierpinski

(isto é, um natural impar 4 tal que k-2" +1 é composto
para todo n€ ] ; veja a Eurekal 18, pdg 61), reduzindo
para 10 o nimero de naturais menores que 78557 (que é o
menor nimero de Sierpinski conhecido), sobre os quais
ndo se sabe se sdo ndmeros de Sierpinski ou ndo
(conjectura-se que nenhum deles seja): 4847, 10223,
19249, 21181, 22699, 24737, 27653, 33661, 55459 e
67607.

Veja:  http://www.seventeenorbust.com para  mais
informagdes (inclusive sobre como ajudar a provar essa
conjectura).
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