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Kapitel 1
Einleitung

Zielsetzung : Es werden zwei Beweise der Morse-Ungleichungen fiir eine glatte,
geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit (M™, ¢) présentiert. Der erste Beweis
(Kapitel 2) benutzt Methoden und Ideen, wie sie in der theoretischen Physik typisch
sind. Er geht auf den Physiker E. Witten [Wi3] zuriick und hat eine asymptotisch
variierte Hodge-Theorie zur Grundlage. Der zweite (klassische) Beweis (Kapitel 3)
benutzt den Morse-Witten Komplex fiir M. Dieser besteht aus den Kettengruppen
Ci(f,9,0) und dem kanonischen Randoperator 0y:Cy(f,¢,0)—Cy(f,g,0). Die
Kettengruppen werden von den kritischen Punkten einer Morse-Funktion
f€C®(M,R) frei abelsch iiber Z erzeugt, d.h. Ck(f,g,a)zl#critkf (o ist eine
orientierungsabhingige Grofie). Im Fall der Giiltigkeit der Morse-Smale Bedingung
ist der kanonische Randoperator wie folgt definiert: Sei <a> € Crit,f ein
Erzeuger von Cy(f, g,0), dann ist
d<ax>:=>  nlny)<y> ,
ye ity f

wobei die Koeffizienten n(x,y) die Anzahl der x mit y verbindenden Orbits (gezahlt
mit einem orientierungsabhingigen charakteristischen Vorzeichen) bezeichnen.
(Ci(f,9,0),0k), c 7 stellt einen algebraischen Kettenkomplex dar, es konnen also
zugehorige Homologiegruppen HM ,(f,g,0,M;7Z) definiert werden. Es stellt sich
heraus, daB diese nicht von (f,¢,0) abhidngen und kanonisch isomorph zur
ganzzahligen singuldren Homologie von M sind. Hieraus folgen nun die Morse-
Ungleichungen. Dieser zweite Zugang wurde zwar in [Wi3] als plausibel betrachtet,

konnte mit den dort verwendeten Methoden jedoch nicht gezeigt werden.
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1.1 Ubersicht

In Kapitel 1 dieser Arbeit wiederholen wir in Paragraph 1.2 'Die Morse-
Ungleichungen’ die hier relevanten grundlegenden Begriffe der endlich-dimensionalen
nichtdegenerierten Morse-Theorie, insbesondere die starken und schwachen Morse-
Ungleichungen. Wir zeigen die Aquivalenz der starken Morse-Ungleichungen zur
Existenz  eines algebraischen  Kettenkomplexes (Cy,dy), ¢ , wobei die
Kettengruppen C) von den kritischen Punkten einer Morse-Funktion f vom Morse-
Index k frei abelsch iiber Z erzeugt sind und die Bettizahlen b, (0.) der zugehorigen
Homologiegruppen mit denen der singuliren Homologie der Mannigfaltigkeit M

iibereinstimmen.

In Paragraph 1.3 'Physikalische Motivation’ skizzieren wir den physikalischen
Hintergrund beziehungsweise die physikalischen Fragestellungen, welche E. Witten
1982 [Wi2&3] einerseits den Morse Komplex wiederentdecken lieflen, andererseits zu
einem neuen Beweis der Morse-Ungleichungen durch asymptotische Analysis einer

variierten Hodge-Theorie fithrten.

Letzteres 1ist Inhalt von Kapitel 2 'DER WITTENSCHE BEWEIS DER
MORSE-UNGLEICHUNGEN". In Paragraph 2.1 'Der Laplace-Beltrami-Operator L’
bilden wir zunédchst den AbschluB AP(M) des Raumes AP(M) der glatten p-
Differentialformen auf M beziiglich eines L?-inneren Produkts < -,- >P und
erhalten einen Hilbertraum (AP(M), < -,- >P). Wir definieren den Laplace-
Beltrami-Operator L als AbschluB in AP(M) des Operators dd* + d*d auf AP(M) (d
ist die dufere Differentiation). L ist selbstadjungiert und von unten durch Null

beschrankt. Anschlieflend beweisen wir das Theorem iiber die Hodge-Zerlegung von
AP(M), woraus letztendlich folgt dim Ker L = b, (p-te Bettizahl von M).

In Paragraph 2.2 'Der deformierte Laplace-Operator L,” erlautern wir die Idee

Wittens den Operator der dufieren Differentiation d mit ¢/ zu konjugieren (f

Morse-Funktion auf M, ¢t € R), d.h.

d,:=etdety | L :=dd>+d>d,

Die Bedeutung dieser Idee zeigt sich in dem Resultat dim Ker L, =b,, denn wir
kénnen nun t € R beliebig variieren ohne die linke Seite zu verdndern. Dies ist
entscheidend, denn das Spektrum von L, kann fiir grofle ¢ besser analysiert werden.

Unter Verwendung einer mittels Morse-Koordinaten konstruierten Metrik berechnen
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wir L, zu
L= L+ & |df|> +t-A |

wobei A ein beschrinkter Operator nullter Ordnung ist. Die beiden letzten Terme
interpretieren wir als Potential. Fiir grofles ¢ sind die lokalen Minima genau durch
die kritischen Punkte von f gegeben. Es ist nun naheliegend, dafl sich der t—oo

(a) (a)

Limes von L, als direkte Summe & ,K" von harmonischen Oszillatoren K ergibt,

welche bei den kritischen Punkten von f lokalisiert sind.

In Paragraph 2.3 zeigt sich, daff diese Vermutung richtig ist. Den #—oo Limes
nennen wir quasiklassischen Limes. Fiir grofles ¢ vereinfacht sich das Spektrum von
L, es spaltet in einen tiefliegenden und einen hochliegenden Anteil auf. Die
Eigenwerte in ersterem wachsen schwicher als ¢, jene in letzterem mindestens wie ¢.

In Paragraph 2.4 werden wir die schwachen Morse-Ungleichungen beweisen. Wir

(a)

analysieren hierzu den quasiklassischen Limes & , K"’ von L,. Es stellt sich heraus,

dafl jeder Summand K

genau eine Eigenfunktion (-form) zum Eigenwert Null
besitzt. Diese ist bei einem kritischen Punkt (9 von f lokalisiert. Sie ist eine

Differentialform vom Grad Indf(:zj(“)). Es ergibt sich
dim Ker & K| pop = ¢, = # {r€ M[df(x) =0, Ind(z) = p}
Das asymptotische Verhalten der Eigenwerte von L, liefert ¢, > b,,.

In  Paragraph 2.5 definieren wir den  Begriff ’Supersymmetrische
Quantenmechanik’. Die Bedeutung dieser Theorie fiir den Beweis der starken Morse-
Ungleichungen liegt darin, daf§ fiir nichtverschwindende Eigenwerte von L, die
zugehorigen Eigenformen in Paaren (p gerade, p ungerade) oder physikalisch

ausgedriickt (bosonisch,fermionisch) auftreten (p sei der Grad der Form).

In Paragraph 2.6 werden die starken Morse-Ungleichungen bewiesen.

In Kapitel 3 'DER MORSE-WITTEN KOMPLEX’ konstruieren wir diesen und
zeigen die Isomorphie der zugehoérigen Homologiegruppen HM (M;Z) zur singuldren
Homologie von M H"8(M;Z). Das beweist, wie zuvor bemerkt, die starken Morse-
Ungleichungen (Thm. 1.2.4). Der Morse-Witten Komplex ist in der Mathematik seit
langem bekannt (unter dem Namen Morse-Komplex). Er wurde bereits von R.
Thom (40’er Jahre) [T], J. Milnor (50’er Jahre) [Mi] und S. Smale (60’er Jahre) [Sm]
studiert. Anfang der 80’er Jahre wurde er von dem Physiker E. Witten [Wi3]

wiederentdeckt, der durch die Untersuchung eines supersymmetrischen
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quantenmechanischen Systems auf ihn gestossen ist. Die Instantonen dieses Systems

sind gerade die isolierten verbindenden Orbits des Morse-Witten Komplex.

In Paragraph 3.1 ’'Der kanonische Randoperator’ zeigen wir, dafl der

Gruppenhomomorphismus J, ein Randoperator ist, d.h. daf} gilt 0, ; 00, =0, k € Z.

In Paragraph 3.2 'Der kanonische Kettenhomomorphismus’ konstruieren wir
diesen , %* genannt. Er stellt einen Homomorphismus zwischen zwei Morse-Witten
Komplexen iiber M fiir verschiedene Wahlen von (f,¢,0) dar. Wir wiederholen dazu
im wesentlichen die Konstruktion von d, in Paragraph 3.1 fiir den Fall M xS, sowie
einer hierauf speziell definierten Morse-Funktion F und Metrik G. f* und f? werden
hierzu durch eine Homotopie verbunden, genauso ¢® und ¢°. Auf Homologienivean

stellt /2% einen Isomorphismus dar.

In Paragraph 3.3 'Der kanonische Isomorphismus zur singuldren Homologie’
skizzieren wir die Beweisidee fiir einen solchen. Das besondere hierbei ist, dafl es sich
bereits auf Kettenniveau um einen Isomorphismus handelt. Ein Isomorphismus auf

Homologieniveau wurde dagegen schon mehrfach bewiesen [Mi] [Sal.

Abschlieffend zeigen wir in Paragraph 3.4 ’Anwendung’, wie sich mittels der
Morse-Homologie die Homologie von S™ der n-dimensionalen Sphére einfach

berechnen 14ft.

Terminologie:

e Innerhalb eines Kapitels erfolgen Verweise zweistellig. Die erste Stelle gibt die
Nummer des Paragraphen innerhalb des Kapitels an, die zweite Stelle die Nummer
des Objekts (des Satzes, der Gleichung usw.), z.B. verweist (2.5) in Kapitel 3 auf die
Gleichung 5 in Paragraph 3.2.

Verweise zwischen Kapiteln erfolgen dreistellig. Die erste Stelle gibt jetzt das
Kapitel an, die zweite den Paragraphen innerhalb dieses Kapitels und die dritte die

Nummer des Objekts, z.B. verweist (3.2.5) auf dieselbe Gleichung wie zuvor.

o Wir verwenden gelegentlich die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. tiber

gleiche obere und untere Indizes wird summiert.
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1.2 Die Morse-Ungleichungen

In diesem Paragraphen wollen wir kurz die grundlegenden Begriffe der Morse-
Theorie einfithren, insbesondere den der Morse-Funktion und der Bettizahl. Hierbei
definieren wir die Bettizahlen nicht in ihrer allgemeinsten Form, sondern als
Dimensionen der de Rham Kohomologiegruppen, welche wir zuvor einfiihren.
Anschlieffend zitieren wir die schwachen und die starken Morse-Ungleichungen,
zeigen deren Aquivalenz zur Existenz eines bestimmten Kettenkomplexes und

schlieflen mit einem illustrierenden Beispiel.

Mit M" bezeichnen wir im folgenden eine geschlossene (kompakte und
unberandete) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. f: M —R sei

eine glatte Funktion.

p € M heifit kritischer Punkt von f, falls gilt df(p)=0. Das heifit in einem und

damit jedem lokalen Koordinatensystem z',..., 2" um p gilt

(2.1) 9, f(p)=-..=0uf(p) =0
Ein kritischer Punkt p € M heifit nichtdegeneriert, falls die Hesse-Matrix

2.2 0,0
(2:2) ( Jf(p))ije{l,...,n}

nichtdegeneriert ist, d.h. Null nicht als Eigenwert besitzt. Der Morse-Index Ind(p)
eines nichtdegenerierten kritischen Punktes p € M ist definiert als die Anzahl der
negativen Eigenwerte der Hesse-Matrix (diese ist symmetrisch und nichtdegeneriert

= sie besitzt n reelle nichtverschwindende Eigenwerte). Diese Definitionen sind

unabhingig vom gewéhlten Koordinatensystem.

Eine Funktion f € C™(M,R) heifit Morse-Funktion, falls gilt: Alle kritischen Punkte

von f sind nichtdegeneriert.

Da M in unserem Fall kompakt ist, folgern wir leicht die Endlichkeit der Anzahl
von kritischen Punkten von f (siehe z.B. [We, Prop. 1.2.5]). Mit ¢x(f) oder auch ¢,

bezeichnen wir die Anzahl der kritischen Punkte von f vom Morse-Index k.
Die kritischen Punkte von Morse-Funktionen haben lokal eine einfache Gestalt:

Lemma 2.1 (Morse-Lemma) [H, Kap.6, Lemma 1.1] Sei peM ein
nichtdegenerierter kritischer Punkt einer CT+2-Abbildung g M—R, r>1, mit
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Ind (p) =k, dann ezistiert eine C"-Karte (p,U) um p (genannt Morse-Karte oder
auch Morse-Koordinaten), so dafS gilt

G0 €)= o) = NEF D0 EF L £ (i) € 0lU) CRE.

1=k+1

Jetzt benodtigen wir einige Grundbegriffe des Differentialformenkalkiils. Mit
AP(M), p €{0,...,n}, bezeichnen wir den Raum der glatten p-Formen auf M.
d,: AP(M) — APTY(M)
sei die aulere Differentiation, sie erfiillt
(2.3) d,od, ;=0

Es seien hierbei AP(M):=0 und d,:=0 fir pecZ\{0,..,n}. Aus (2.3) folgt
Imd,, C Kerd,, die folgende Definition macht also Sinn

Ker dp
Im dp_1 ’

(2.4) Hpr(M;R) = pe’

Die HPDR(M;R) sind endlichdimensionale Vektorrdume, sie heiflen p-te de Rham
Kohomologiegruppen von M.

Die Bettizahlen von M seien nun definiert als

(2.5) b, := dimHDp(M;R) , peZ

Ublicherweise werden die Bettizahlen im Rahmen der algebraischen Topologie als
Dimensionen der singuliren Homologiegruppen definiert. Die Definition (2.5) ist
dann das Theorem von de Rham. Hieraus folgt die Unabhéngigkeit der b, von der

gewahlten differenzierbaren Struktur auf M.

Theorem 2.2 [H, Kap. 6, Thm. 3.5] Sei f € CTH(M,R), r>1, eine Morse-Funktion
auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit M, dann gelten
i) die starken Morse-Ungleichungen

S0 e >3 (1), 0<m<n
k=0 k=0
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Durch Summation der Ungleichungen aus i) fiir m = ¢ und m = ¢ — 1 folgt das

Theorem 2.3 [H, Kap. 6, Thm. 3.7] Die Voraussetzungen seien wie in Theorem 2.2,

dann gelten die schwachen Morse-Ungleichungen

CkZbk 5 Oékén

Theorem 2.4 Die starken Morse-Ungleichungen (Thm. 2.2 i) sind dquivalent zur
Ezistenz eines Gruppenhomomorphismus Oy: C,—C\y (Yk €Z) mit Oy, 00, =0,
wobei Cy. die von den kritischen Punkten der Morse-Funktion f frei abelsch erzeugte
Gruppe sei, d.h. C\ ~ 77" Fir kb ez 1{0,...,n} sei C\:=0. Die Bettizahlen by (0)
des Kettenkomplexes (Cy, 0y), ¢ 7 Stimmen mit jenen der Mannigfaltigheit M iiberein.

BEWEIS "=’ Es gelte also Theorem 2.2 i). Wir definieren
ap =1k Ker 0, , [y :=rkIm 0y

Y

wobei rk den Rang einer Gruppe bezeichnet und I'm bzw. Ker das Bild bzw. den

Kern eines Gruppenhomomorphismus. Wir stellen an 9,: C, — C)_; drei Bedingungen
1) Oy ist ein Gruppenhomomorphismus
i) b (9) = by
i) O 00, =0 , was dquivalent ist zu Im 0, C Kerdy, .

Aus i) ergibt sich mit dem Homomorphiesatz fiir Gruppen

(2.6) e, =1k Cy =1k Ker O, + 1k Im 0, = oy +

Aus ii) ergibt sich

Ker Oy

(27) bk = bk(a) = T'k Wk_l_l = Q{k — 6k+1

Aus iii) erhalten wir

(2-8) B < agy

Es bleibt zu zeigen, daf§ Zahlen oy, B € Ny (k= 0,...,n) existieren, so dafl (2.6)-(2.8)
erfiillt sind. Die Forderung (2.8) ergibt sich bereits aus (2.7): fy = gy — Biq < Qg -
Aus (2.6) und (2.7) erhalten wir

(2-9) 5k+1 = ¢ — by — By

Es ergeben sich hieraus

Bo=c1—by;—F1=0+04+0=0
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By = co— by
By =1cy — by —(cg—by) = (¢ — ¢q) — (by — by)
(2.10) :
Bo= Sh(— 17 = S (-1,

, Thm. 2.2 1) .

Aus den starken Morse-Ungleichungen ergibt sich 3, > 0 fiir alle k, was notwendig

ist um die 3 als Rang einer Gruppe zu interpretieren. Aus (2.6) erhalten wir nun

O‘k:ck_ﬂkv dh
g = ¢y — By = cg
a1:C1_(Co—bo):(Cl—Co)+bo

azzcz_(c1—co)+(bl—bo):(02_C1+Co)‘|’(bl—bo)

(2.11)
k-1 k-1
Q= ¢ — Z( - 1)S+k_1 Cs — ( - 1)S+k_1 b,
s=0 s=0
k k-1
=3 (-1 e + Y (-1,
s=0 s=0

Op1 =Cpy = Ppp1=0=0a, firr>n+1.

Mittels der starken Morse-Ungleichungen erhalten wir

k k-1
(2.12) o= (=1 e, = > (=17,
s=0 s=0
k k-1
>3 (=1, = Y (1, = by >0
s=0 s=0

0, wird nun wie folgt konstruiert: Auf o, Erzeugern von C) definieren wir 9, zu
Null, den restlichen [y = ¢, — oy Erzeugern ordnen wir Erzeuger von C, ., zu.
Ker 0y, wihlen wir nun so, daf} letztere Erzeuger darin enthalten sind (moglich da

By < ayeq). Die Konstruktion ergibt sich nun iterativ.

'’ Mit Bezeichnungen wie zuvor ergibt sich unter Verwendung der Relationen

(2.6)-(2-8) und B, =10
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co =g+ By =0by+ By = by

G — ¢y =a;+ 1 —ag— By , (2.6)
> oy — By — (g — B) , B2 20
= b, — b, , (2.7)
et =atfy—ar—fitag+ , (2.6)
> (ay— B3) — (g — B3) + (ag — By) , B3>0
= by — by + by , (2.7)
Cr—Crq+Co—-.-Ec

=+ = — By oyt B —. .. T agE b
> (@k—5k+1)—(04k-1—51{)‘|‘(04k-2—5k-1)_---i(040—51)
:bk_bk—l—l_bk—z_“‘j:bo D

Die Morse Ungleichungen zeigen, dafl die Topologie einer glatten
Mannigfaltigkeit die Analysis auf ihr einschrénkt: Eine Morse-Funktion auf einer
Mannigfaltigkeit mit Bettizahlen b, mufl mindestens by kritische Punkte vom Morse-

Index & besitzen.

Beispiel 2.5 Sei M = T? der 2-Torus, eingebettet in den R?, wie in Figur 2.1
skizziert. Aus der algebraischen Topologie ist bekannt, daf} gilt

(2.6) (T2 =1 , b(TH)=2 , by(T})=1

Sei nun f:R°D T?—R, (2,y,2)r 2, die Hohenfunktion. Diese hat offenbar genau 4
kritische Punkte. Ein Minimum mit Indy(m)=0, zwei Sattelpunkte mit
Indy(m;) =1 und ein Maximum mit Ind;M)=2. Dieses Beispiel realisiert also
gerade die, durch die Morse-Ungleichungen gegebene, minimale Anzahl kritischer

Punkte einer beliebigen Morse-Funktion auf T2
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Ind (p)
2

Morse-Funktion
fxy2=z ., Xy2eT?*c R

Figur 2.1

10



Kap. 1 Einleitung 1.3 Physikalische Motivation

1.3 Physikalische Motivation

In diesem Paragraphen wollen wir das Konzept der Supersymmetrie in der
Physik skizzieren (siehe z.B. [BL, Ch. 1...3] fiir mehr Details) und motivieren welche
physikalischen Untersuchungen und Uberlegungen zu dem Wittenschen Beweis der
Morse-Ungleichungen (siehe Kapitel 2), sowie zum Morse-Witten Komplex (siehe
Kapitel 3) fithren. Wir orientieren uns hierbei vor allem an den Artikeln
[Wil], [Wi2],[Wi3]. Im ersten Teil 'SUPERSYMMETRISCHE QUANTENFELD-
THEORIE’ (im folgenden SS QFT abgekiirzt) diskutieren wir insbesondere den
Aspekt der spontanen Symmetriebrechung. Indem wir die Ortsabhéngigkeit der
Felder streichen, gelangen wir von der SS QFT zur 'SUPERSYMMETRISCHEN
QUANTENMECHANIK’ (SS QM); diesen Begriff diskutieren wir im zweiten Teil.

Er fithrt zu Wittens deformierter Hodge-Theorie, sowie zum Morse-Witten Komplex.

SUPERSYMMETRISCHE QUANTENFELDTHEORIE

Wir betrachten im folgenden nur den Fall von 141 Dimensionen (d.h. eine
Raum- und eine Zeitdimension), sowie einem Supersymmetrieoperator @, (d.h.
N =1, a=1,2 ist ein Spinorindex). Der Hilbertraum 3 einer QFT 148t sich als
direkte Summe der bosonischen Zustdnde 36, und der fermionischen Zustdnde &,

schreiben

Sei Ny der Operator der Fermionenzahl, und sei (—l)NF der Operator der

Fermionenzahl modulo 2; er sei definiert durch

(- Fp=¢p , Ypelk, .
()= v Ve
Fiir den Supersymmetrieoperator @, soll nun folgende Bedingung gelten
(33) AU = (-DTQ Q-1 =0 . a=12
d.h. @, bildet 3, in I6; und I, in Iy, ab. Die Supersymmetriealgebra lautet
(3-4) QuH]:=QH-HQ,=0 ,a=12 , {Q,Q}=0 ,

d.h. @, ist tatsdchlich ein Symmetrieoperator und fithrt daher zu einer

(3.2)

Erhaltungsgrofie. Diese Superladung (vgl. z.B. [IZ, Se. 3-1-3] fiir den analogen Fall

der elektrischen Ladung) ist wie sich herausstellt durch #Fermionen — #Bosonen

11
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gegeben.
Da wir nur eine Raumdimension betrachten, gibt es genau einen Impulsoperator P

und die Supersymmetriealgebra (3.4) ist realisiert durch
(3.5) QP=H+P , Q=H-P mit {Q,Q,}=0

Es ergibt sich (mit der Jacobi-Identitat), dafl die Forderung (3.4) erfiillt ist, sowie
daf gilt [Q,, P] =0. Durch Addition der ersten beiden Gleichungen in (3.5) erhalten

wir auflerdem

(3.6) H=3Q’+6)7) .
d.h. H ist positiv semi-definit. Ein Zustand ) € J6 mit
(3.7) Q=0 , a=1,2 |

heiflt invariant unter Supersymmetrie, wir sagen dann das System besitze Super-

symmetrie. Es gilt fiir w € 36
(3.8) Ho=0 & Quw=0,a=12.

Falls also ein supersymmetrieinvarianter Zustand () existiert, so hat er Energie Null
und ist somit der Grundzustand (das Vakuum). Die Supersymmetrie heifit spontan
gebrochen, falls kein supersymmetrieinvarianter Zustand existiert. In diesem Fall
hat also der Grundzustand positive Energie. Falls Supersymmetrie vorliegt, kann
gezeigt werden, dafl Fermionen und Bosonen in Dupletts gleicher Masse vorliegen.
Dies wird aber experimentell nicht beobachtet, d.h. Supersymmetrie mufl bei den
heutzutage experimentell erreichbaren Energien spontan gebrochen sein.

Um zu entscheiden ob in einem System spontane Supersymmetriebrechung vorliegt,
miissen wir also untersuchen, ob der Energieeigenwert Null auftritt. Falls ja, so muf}
wegen (3.5) der Impulsoperator P auf dem zugehérigen Eigenraum verschwinden.
Wir beschrdnken uns also zur Untersuchung des Energieeigenwerts Null oBdA auf
den Teilraum }° von 6, auf welchem P identisch Null ist. Auf J6° = 6] © J6)

vereinfacht sich die Realisierung (3.5) der Supersymmetriealgebra (3.4) zu

(39) le = Q22 =H ” {QDQZ} =0 ’
es geniigt daher einen der beiden Operatoren (),Q), auf das Auftreten des

Eigenwerts Null zu untersuchen; wir nennen diesen Operator im folgenden (). Seien

nun
(3.10) nf=0 bzw. n=0

die Anzahl fermionischer bzw. bosonischer Zustdnde mit Energie Null. Der Operator
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Kap. 1 Einleitung 1.3 Physikalische Motivation

() paart fermionische und bosonische Zustédnde nichtverschwindender Energie. Diese

tragen also nicht zu der formalen Grofie Tr( — 1)NF bei, also ist formal

(3.11) Tr(—1)'F = pfi=0 _ pB=0

Diese Grofie betrachten wir aus zwei Griinden:

i) Sie ist invariant unter Variation der Parameter der betrachteten Theorie
(Volumen, Massen, Kopplungskonstanten), denn Uberginge von Zustinden
verschwindender in solche mit nichtverschwindender Energie (oder umgekehrt)
miissen in Paaren (Boson,Fermion) geschehen. nf=0 —nf=% dndert sich also nicht.
Wir konnen demnach eine zu ihrer Berechnung bequeme Wahl der Parameter
treffen. Auflerdem liefert die Berechnung mittels Stérungstheorie ein exaktes
Ergebnis, denn jeder Korrekturterm zur Energie eines bosonischen Zustands hat

einen entsprechenden fermionischen Korrekturterm zur Folge.

ii) Falls nf=0 — nf=0 £ 0 ist, existiert offenbar ein Zustand mit Energie Null; die

Supersymmetrie ist also nicht gebrochen.

Wie in Paragraph 2.5 ausgefiihrt, siehe (2.5.5), hat @ beziiglich der Aufspaltung
36 =3, B I, die Gestalt

(312) Q[X* ﬁ]

Zustinde verschwindender Energie sind genau jene in Ker (). Bosonische Zustdnde in

Ker(@) sind genau jene in Ker A, fermionische in Ker() genau jene in Ker A*, d.h. es

gilt

(3.13) nE=0 —nf=0 = dim Ker A — dim Ker A®
=dim Ker A — dim Coker A
= ndex A .

Im Fall von Beispiel 2.5.3 ist 36 die L*-Vervollstindigung der Menge der glatten
Differentialformen und A=d der AbschluB des Operators der &uferen
Differentiation. (36,d) ist nach [Ch, App. Se. 1] ein elliptischer Komplex und index
A daher definiert. Die obige Eigenschaft i) ist nun ein Spezialfall der Invarianz des

Index eines Operators unter bestimmten Deformationen, siehe z.B. [BB].

Witten untersuchte Tr( — 1)NF fiir das mnichtlineare supersymmetrische Sigma-
Modell [Wi2]. In diesem Modell haben die skalaren Felder Werte in einer

Riemannschen Mannigfaltigkeit M der Dimension n. Lokale Koordinaten ¢',...,¢"

13



Kap. 1 Einleitung 1.3 Physikalische Motivation

auf M beschreiben n skalare Felder (d.h. neutral und bosonisch), g;; sei die Metrik

auf M in diesen Koordinaten. Die Lagrange-Funktion fiir n frele, massive

i ¢
ol

lautet ausgedriickt in den Komponentenfeldern ¢!, nach [Wi3]

Supertelder

(3.14) L= szx ( 3 G amoi o + % 9ij O A D+ g Rijkﬂi@/)kﬂwl

N N .
39" aé;j;)‘aég) = %ip(i;{; PR k=03
hierbei sind ~% Dirac-Matrizen, D, eine kovariante Ableitung nach der k-ten
Koordinate, 1 antikommutierende Vektorfelder auf M, Rjjq der Kriimmungstensor
von M und f ist eine Morse-Funktion auf M (das Superpotential), # € R* ist ein
Parameter. Wir wahlen auf M eine Metrik, die lokal bei den kritischen Punkten
Crit f von f flach ist und beziiglich der die Hesse-Matrix (8%(if)/0¢'0¢)) von tf
diagonal ist (Morse-Koordinaten). In der Nihe der kritischen Punkte beschreibt
(3.14) eine QFT mit n freien Bosonen der Masse N2 und n freien Fermionen deren
Massen gerade durch die (nichtverschwindenden) Eigenwerte der Hesse-Matrix von
tf gegeben sind, siche z.B. [BL, Se. 2.5]. Der vorletzte Term g | Vf1]? stellt das
effektive Potential in der Storungstheorie 1. Ordnung (Feynman Baumdiagramme)
dar. Er verschwindet genau auf Crit f, d.h. wir haben #C'rit f Vakua.

Es bleibt festzulegen welche der Vakua bosonisch und welche fermionisch sind.
Wittens physikalische Uberlegungen in [Wi2, Se. 10] fithren dazu, daB er jene Vakua
bosonisch bzw. fermionisch nennt, deren zugehériger kritischer Punkt von f geraden
bzw. ungeraden Morse-Index besitzt. Hieraus ergibt sich

N Indy(z) & K
(3.15) Tr(-=1)F=3 (1) =3 (-1a=xM) ,
x € Oritf k=0

wobei ¢, die Anzahl von x € Crit f mit Morse-Index k bezeichnet. y(M) ist die
Eulercharakteristik von M und ist eine topologische Invariante. Dies verdeutlicht
noch einmal die Unabhéngigkeit von Tr( — 1)NF von den Parametern der Theorie.

Damit haben wir ein einfaches Kriterium dafiir, dal Supersymmetrie nicht spontan

gebrochen ist, namlich y(M) # 0.
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Kap. 1 Einleitung 1.3 Physikalische Motivation

SUPERSYMMETRISCHE QUANTENMECHANIK

Indem wir nun die Ortsabhéngigkeit der Felder in (3.14) streichen, gehen wir von
der QFT zur QM iiber. Wir erhalten folgenden Ausdruck (beachte: in (3.14) ist
d*x = dx dt)

(3-16) I= Zjdt ( % Yij atSOi at¢ + % Yij Ei VODtW ‘|‘% Rijkﬂi@/)kﬂwl

132 3 OF Of 13 PF =i
=Y t J —_— — =y t 0 v
2 9 agpl a@ 2 6g016¢ 77Z) W)

[ ist das Volumen der Raumkomponente unserer (14 1)-dimensionalen Raumzeit.
Wir interpretieren den Integranden als Lagrange-Funktion L(goi,gbi,;/ﬂ.,;'/ﬂ.). Durch eine
Legendretransformation gehen wir iiber zur entsprechenden Hamilton-Funktion und
anschliefend quantisieren wir das System kanonisch: o'l P — 1 d/dy, die o

betrachten wir als Operatoren mit folgenden Antikommutationsrelationen
(3.17) Lt =0 ={@h @y}, et =4"

Mit unserer speziell gewdhlten Metrik ergibt sich lokal bei Crit f (Metrik flach <
Rj;q = 0) der Hamiltonoperator (modulo dem konstanten Faktor /2)

~ ~ 2 . .
(3.18) H.=A+¢|Vf|?+1 o [(a")*, @] , A Laplace-Op.
0p' 0! o
= dE*dE + dEdE* , dgtze'tfdetf, s. Kap. 2.2
= (d; + d")? LA =0=(d;")?

=Q? , (3.9) .
Witten [Wi2, p. 309] interpretierte die Operatoren (¢¥)* bzw. ¥ als
Fermionenerzeuger  bzw. -vernichter und den (Prd-)Hilbertraum  dieses
quantenmechanischen Systems als den Raum der glatten Differentialformen A(M)
auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Wie in Kapitel 2.2 sind (a/)*:=(¢/)" bzw.
@ :=1 die Operatoren der &uBeren bzw. inneren Multiplikation auf A(M).

Das Studium von KerH; fihrte Witten in [Wi3] zunédchst zum Beweis der
schwachen Morse-Ungleichungen; dieser Beweis ist in Kapitel 2 detailliert dargestellt
(t ist dort mit ¢ bezeichnet). Witten argumentierte, daf§ die Eigenformen von H;
zum Eigenwert 0 fiir grofies # bei Crit f lokalisiert sein miissen, und er approximierte
H; dort durch einen Operator (im wesentlichen die direkte Summe von

harmonischen Oszillatoren) dessen Kern explizit berechenbar ist. Die starken Morse-
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Kap. 1 Einleitung 1.3 Physikalische Motivation

Ungleichungen  beweisen wir in  Kapitel 2.5 und 2.6 mittels den

Supersymmetrieeigenschaften unseres Systems.

Witten wollte nun das tiefliegende Spektrum von H; noch genauer analysieren,
indem er die obige Approximation durch Berticksichtigung von Tunneleffekten
(Instantonen) zu verbessern gedachte. Die Interpretation von Matrixelementen
< ¢y 1ty ] ¢qy,t, > mittels des Feynman Pfadintegrals (siehe z.B. [IZ, Ch. 9]) zeigt,
dal  die  wesentlichen  Beitrdge von den  Losungen der  klassischen

Bewegungsgleichungen herrithren. Es gilt also (nun in invarianter Notation)

o

(3.19) 1) =4 [ dt(1e(t) |2+ Vi) |?)

zu minimieren. Hierbei sei ¢ € C*°(M,R) und es gelte fiir x,y € Crit f

(3.20) lim ¢(t)=2 und tiimoo o(t)=y

t— — oo
Die Losungen dieses Variationsproblems sind genau die Trajektorien des negativen
Gradiententflusses der Morse-Funktion f auf M, welche von = nach y fithren. Wir

sehen dies folgendermaflen ein: Es ist

321) o 2 i1V = ¢ £ 20 <V, o> + Vi)
und
(3.22) < V), %2> = df(at) () = & f(e)

Damit erhalten wir

2 [ee)

(3.23) Ip)= 14| at|% £ FVf(e)

2

=Lt s ivie| F e - fe)

— 0

> F 1 (fy)— fa)

Die absoluten Minima bei vorgegebenen Endpunkten z,y € Crit f sind also die

Losungen von

(3.24) Loty = £1-V(p(h)
Wir wihlen das *—’ Zeichen, dann ist f lings Losungen von (3.24) monoton fallend.

Witten zeigt, daf fiir den Instantonkorrekturterm nur jene Losungen von (3.24)

relevant sind mit Ind (x) — Ind (y) = 1. Nun erinnern wir uns daran (Thm 2.4), daf
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Kap. 1 Einleitung 1.3 Physikalische Motivation

die starken Morse-Ungleichungen &dquivalent dazu sind, dafl die kritischen Punkte
von f ein Modell der Homologie von M beschreiben und zwar in folgendem Sinn:
Seien Cy, k=0,...,n, freie abelsche Gruppen erzeugt von den kritischen Punkten
von f vom Morse-Index k. Die starken Morse-Ungleichungen sind nun &dquivalent
zur Existenz eines Operators 0y : C,—C) ; mit 0y, 00, =0, so daf} die Bettizahlen

beziiglich der Homologie von 0 gleich denen der singuliaren Homologie von M sind.

Die Morse-Ungleichungen liefern jedoch keine kanonische Form fiir den
Randoperator 0. Die Idee ist nun die zuvor diskutierten Tunnelpfade zur
Konstruktion von 0 zu verwenden. Dies geschieht in Kapitel 3. Dort skizzieren wir
zunichst den Beweis von 0, 0 9, = 0; dieses Resultat wurde in [Wi3] als plausibel
betrachtet, jedoch nicht bewiesen. Ein detaillierter Beweis findet sich in [We]. Daf
die Homologie beziiglich d kanonisch isomorph zur singuldren Homologie von M ist,
werden wir ebenfalls nur skizzieren. Die Details fiir diesen Beweis sind noch nicht
vollstindig ausgearbeitet, mittels anderer (indirekter) Zuginge wurde ein

Isomorphismus jedoch bereits mehrfach bewiesen, siehe [Mi] [F11] [Sa] [Sch].

Wir schliefen nun diese skizzenhafte Exkursion iiber die physikalischen
Hintergriinde und Untersuchungen die Witten zu seinem neuen Beweis der Morse-

Ungleichungen fithrten und kehren im folgenden zu mathematischer Strenge zurtick.
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Kapitel 2

Der Wittensche Beweis
der Morse-Ungleichungen

In diesem Kapitel wollen wir die Morse-Ungleichungen, sowohl in der schwachen,
als auch in der starken Form beweisen. Wir folgen hierbei den Ideen von E. Witten

[Wi3].

In Paragraph 2.1 rufen wir uns die Grundziige der Hodge-Theorie in Erinnerung.
Wir bilden den Abschlufl des Raumes Ap(M ) der p-Differentialformen auf der
Mannigfaltigkeit M beziiglich eines inneren Produkts < -, - >P und erhalten einen
Hilbertraum A p(M). Wir definieren den Laplace-Beltrami-Operator L als Abschluf}
in KP(M) des Operators dd” 4 d"d auf A"(M). L ist selbstadjungiert, positiv und
von unten durch Null beschréankt. Es gilt

dim Ker L = bp

In Paragraph 2.2 betrachten wir Wittens deformierten Laplace-Operator. Wir
konjugieren die duflere Differentiation d mit et/ (f sei eine Morse-Funktion, ¢t € R)

und definieren L, analog zu L

Joi=e-tdetf | L,i=4dd"+d,d,



Kap. 2 Der Wittensche Beweis der Morse-Ungleichungen

Fir L, gelten entsprechende Resultate wie fiir L, insbesondere

dim Ker L, =b,

Unter Verwendung einer mittels Morse-Koordinaten konstruierten Metrik berechnen

wir L, zu
L= L+ & |df|> +t-A |

wobei A ein beschrinkter Operator nullter Ordnung ist. Die beiden letzten Terme
interpretieren wir als Potential. Fiir grofles ¢ sind die lokalen Minima genau durch
die kritischen Punkte von f gegeben. Es ist nun naheliegend, dafl sich der t—oo

(a) (a)

Limes von L, als direkte Summe & ,K" von harmonischen Oszillatoren K ergibt,

welche bei den kritischen Punkten von f lokalisiert sind.

In Paragraph 2.3 zeigt sich, dafl diese Vermutung richtig ist. Den t—oo Limes
nennen wir quasiklassischen Limes. Fiir grofles ¢ vereinfacht sich das Spektrum von
L, es spaltet in einen tiefliegenden und einen hochliegenden Anteil auf. Die

Eigenwerte in ersterem wachsen schwicher als ¢, jene in letzterem mindestens wie ¢.

In Paragraph 2.4 werden wir die schwachen Morse-Ungleichungen beweisen. Wir

(a)

analysieren hierzu den quasiklassischen Limes & , K"’ von L,. Es stellt sich heraus,

dafl jeder Summand K

genau eine Eigenfunktion (-form) zum Eigenwert Null
besitzt. Diese ist bei einem kritischen Punkt (9 von f lokalisiert. Sie ist eine

Differentialform vom Grad Indf(:zj(“)). Es ergibt sich
dim Ker & K9 = c, = #{reM|df(z)=0, Indyz) = p}

Das asymptotische Verhalten der Eigenwerte von L, liefert ¢, > b,,.

In  Paragraph 2.5 definieren wir den  Begriff ’Supersymmetrische
Quantenmechanik’. Die Bedeutung dieser Theorie fiir den Beweis der starken Morse-
Ungleichungen liegt darin, daf§ fiir nichtverschwindende Eigenwerte von L, die
zugehorigen Eigenformen in Paaren (p gerade, p ungerade) oder physikalisch

ausgedriickt (bosonisch,fermionisch) auftreten (p sei der Grad der Form).

In Paragraph 2.6 werden die starken Morse-Ungleichungen bewiesen.
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2.1 Der Laplace-Beltrami-Operator L

In diesem Paragraphen soll der Laplace-Beltrami Operator L definiert werden.

Dies  geschieht in  Verallgemeinerung des  bekannten  Laplace-Operators

Zizlaz/a(:pi)z auf dem R" mit dem euklidischen Skalarprodukt. Wir konstruieren
zunéchst ein L*-inneres Produkt < -, - >P auf den glatten p-Formen AP(M) und
bilden dann die Vervollstindigung AP(M) beziiglich dieses inneren Produkts.
AnschlieBend definieren wir den Operator L: D(L) C AP(M)— AP(M) als Abschluf
des Operators d*d 4 dd*: AP(M)— AP(M) im Hilbertraum (AP(M), < -, - >P).

Am Ende zeigen wir ein Hauptresultat der Hodge-Theorie, ndmlich

(1.1) b, := dim Hpp(M;R) = dim Ker L

Wir setzen ab jetzt voraus, dafl unsere glatte, geschlossene Mannigfaltigkeit M™
zusitzlich orientierbar sei und wéahlen eine feste Orientierung von M". Eine
Orientierung von M™ besteht aus einem Atlas {(¢nUy)laca, so da die

Jacobimatrizen der Ubergangsabbildungen

positive Determinante besitzen.

Weiter wéhlen wir eine Riemannsche Metrik g aut M. Eine solche existiert aufgrund
der Kompaktheit von M (iiblicher Beweis: Wahle endlichen Atlas {(¢a,Ud)taca
und  eine  untergeordnete  Zerlegung der Eins  {p }aca-  gm(s )=
ZaeApa(m) (oo ") < -, - > ist eine Metrik auf M, < -, - > bezeichne z.B. die
euklidische Metrik auf R", siehe z.B. [We, S. 13]).

DAS L*INNERE PRODUKT AUF AP(M)

Die Metrik ¢ auf M liefert fiir jedes m € M ein inneres Produkt ¢, (-, ) auf
T, M, welches glatt von m abhangt; d.h. fir XY € B(M):= {glatte Vektorfelder auf
M} ist g, (X (m),Y(m)) € F(M):=C>(M,R). Mittels des folgenden Lemmas erhalten

wir ein inneres Produkt auf 7' M.

Lemma 1.1 [O’N, Kap.3 Prop.10] Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit,
dann ist durch
i: X(M) — AY(M)
Vo gV, )
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ein Isomorphismus definiert.

BEWEIS Injektivitat Seien V., W eX(M) und sei V)=4W), d.h.
gV, X)=¢g(W,X), VX € (M)

= gV-W,X)=0 , VXe€XM)

= V—-W =0 |, wegen der Nichtdegeneriertheit von g.

Surjektivitit Sei § € A'(M), nun ist die Existenz eines V € E(M) zu zeigen mit
8(-)=g(V,-). Sei (U,p = (2%,...,2") eine Karte von M. In U ergibt sich § = #,dz',
und wir definieren

(1.3) Vi=y416,0, |,

wobei ((¢V)) die inverse Matrix von ((g;;)) = ((9(0;,9;))) ist. Es geniigt zu zeigen
() = g(V, 0).

g(Vvak) = g(gijeiajvak) = gijeigjk = 6i5i< =0, = e(ak)
V ist in U aufgrund der Injektivitat von ¢ eindeutig festgelegt. In einer Karte (ﬁ L)
erhalten wir analog ein V € (U ). Auf UNU muf gelten: V=V . Die lokal

konstruierten Vektorfelder sind also auf dem Uberlapp zweier Karten identisch, sie

definieren daher ein globales Vektorteld. O

Mittels der inversen Abbildung

(1.4) it AYM) — E(M)
beziehungsweise
(1.5) ¢ My ToM — T M

kénnen wir das innere Produkt ¢ von T, M nach T M zuriickziehen:

< S LTI MxTIM — R

(1.6) <wh wWr>Li=g () Wit e?) s Vol o?teTh M

< -, >1 hingt inshesondere glatt vom Fufipunkt m € M ab (dies ergibt sich aus
(1.3)).

Mit diesem inneren Produkt auf T M definieren wir nun ein inneres Produkt
< +,->P auf AP(T, M), dem p-fachen antisymmetrischen Tensorprodukt von
T.M.

Sei {w!'(m),...,w"(m)} eine ONB (Orthonormalbasis) von T, M, dann bildet

(1.7) {wll(m)/\.../\wlp(m)|1§i1<i2<...<ip§n}

eine Basis von AP(T, M). Wir deklarieren diese Basis nun als orthonormal und
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erhalten so ein inneres Produkt auf AP(T%, M)
(1.8) <y >P L AP(TL M) AT, M) — R

Die Unabhéngigkeit dieses inneren Produkts von der zu seiner Definition gewahlten
ONB von T, M ergibt sich aus der folgenden Proposition, welche eine

basisunabhéngige Formel fiir < -, - > P liefert.

Proposition 1.2 [CFKS, Se. 11.3] Seien \',.. . \P.p'.....pP € T> M, dann gilt

SAALAN PEALLAPP > P = det ((<)\i7/>j>11n))i,je{1,,,,,p}

BEWEIS Sei {w',...,w"} eine ONB von TjhM und seien ..., € {1,...,n} mit
i, # 1, fiir r # s, dann ist

~ i K ko i
(1.9) <MALLAN WIAL L AWP >P = AW AL AN w P WA AWP>P
P

K ki i
=AM <wIAL AW P WAL AWP ST
P

= D, Ma-Me (=0T

Permutationen =
von {11,. sedp

wobei sgnw gleich 0 ist fiir gerade Permutationen und gleich 1 fiir ungerade. Weiter

gilt

(1.10) det (< \,w > wej € (1,0} =

= 3 (=1 <AL S L e ot S , [BS, 2.4.4.2.2]

m
Perm.7 von
{iy- "lp}

1
m

k k
= > (—1)59””-)\11{1 <w1,wﬁ(1)>§n...)\ﬁp <wP WP >
Perm. = von

{iy- "lp} — 51{177"(1) _ 5kpvﬂ'(P)

- E ( — 1)59nﬁ . )\}T(l) . )\Er(p)
Perm. = von
{i. i)

Es ist also fiir 4y,...,7, € {1,...,p}

(1.11) < )\1/\.../\)\P,wi1/\.../\wlp >P =det ((< )\r,wlj > %n))r,j €{i,...p}

Nun i1st

1

<AALANpIALL AP SP =

29



Kap. 2 Der Wittensche Beweis der Morse-Ungleichungen 2.1 Der Laplace-Beltrami-Operator L

k
= <)\IA.../\)\P,pll{lwkl/\.../\pﬁpwp>f’n
k.
= pll(l...pﬁp-det (< Mw!> %n))r,j c{1,...p} , (1.11)
1ok 1 1 ke 1
<Aywlt > <A wP>1
= PPk :
p k
<A wl>1 <A wP>1
<ALpt>1L <ALpP>1L
= , Spaltenlin.
< AP plt > 1 < AP pP > L von det
= det ((<)‘l710]>11n))i,j€{1,...,p}‘ O

Sei nun m € M und U(m) C M eine hinreichend kleine Umgebung von m, dann
existieren auf U orthonormale Vektorfelder eq,....e,, d.h. g,(e;(m),e;(m)) = 6;; fiir

jedes m € M. {eq,...,e,} heift Rahmen von TU ("frame”) und im Falle
(112) [el(m)v"'ven(m)] = [TmM]

orientierter Rahmen von TU. Hierbei bezeichnet [...] die Orientierung (der linearen
Hiille) eines Objekts, [T, M| sei die vorher fixierte Orientierung von M, siehe (1.2).

Die Existenz eines Rahmens auf einer hinreichend kleinen Umgebung U C M,
kénnen wir auf zweierlei Weise einsehen: 1) Wihle lokale Koordinaten (z',...,2") auf
U und wende das Gram-Schmidt Verfahren auf 0,,...,0, an und ordne nétigenfalls

die Koordinaten neu, um die gewiinschte Orientierung zu erhalten. 2) Wahle

Normalkoordinaten (xl,...,xn) auf U(m), d.h. ¢,,(0;,0:) = é;;

i 05 ij» und verschiebe die

ONB {0y,...,0,} von T M lings der von m ausgehenden Geoditen parallel, siche
[O’N, Ch. 2, frame fields].
Mittels des Isomorphismus aus Lemma 1.1 erhalten wir aus einem Rahmen

{e1,...,en} von TU einen Rahmen
(1.13) {wh,.. W}
von I™U.

Nun benétigen wir den Begriff eines Volumenelements auf M, siche z.B. [O’N, Ch.

7, volume elements]. Dies ist eine glatte n-Form w mit
(1.14) wleg,.one,) = £1

29



Kap. 2 Der Wittensche Beweis der Morse-Ungleichungen 2.1 Der Laplace-Beltrami-Operator L

fiir jeden Rahmen {e,,... e } auf M. Volumenelemente existieren lokal:

Lemma 1.3 [O'N, Ch. 7, Lemma 19] Sei (U, = (2',...,2™): U —R") eine Karte von
M, so daff auf U ein Rahmen von TU ezistiert, dann ezistiert auf U ein

Volumenelement W, mit W, (0y,...,0,) = |det(gy) | 1z d.h.

w, = | det(g;) | V200 AL A da™,

BEWEIS Vektorfelder X,,..., X, auf U lassen sich schreiben als X :X}Oi, wir
definieren

(1.15) w (X, 0 Xy) 1= det(X}) - | det(gy) | 1/2

Aus den Eigenschaften von det ergibt sich, dafl hierdurch genau eine n-Form auf U
definiert wird.

Sei {ey,...,e,} ein Rahmen von TU, dann ergibt sich

05 = gl &) = glef 0,, € 0,) = €f g, €

i) &5

Wir nehmen von diesem Ausdruck die Determinante und erhalten
1 = (det (e})?- det (g;5)
Also gilt
w@(el,...,en) = det (e}) - | det (gij) | 1/2

=+ |det(gz) |- [det(gy) [P = £1 . O

Die soeben in Karten definierten Volumenelemente stimmen auf dem Uberlapp
zweler Karten tiberein. Im Falle der Orientierbarkeit von M definieren sie global ein

Volumenelement auf M:

Lemma 1.4 [O’N, Ch. 7, Lemma 20] (M",g) besitzt genau dann ein globales

Volumenelement, falls M orientierbar ist.

BEWEIS Wir zeigen nur die Richtung ”<", da wir "=-" nicht bend&tigen. Sei also M
orientierbar, d.h. M hat einen orientierten Atlas, so dafl fir Karten
(U, o= (z',..,a™) und (V.o = (y',..,¢™) mit UNV # 0§ gilt

a(xt,.. . 2"
det ( ',y

Die lokalen Volumenelemente W, und Wy stimmen auf U NV iiberein: Seien

X,,.. X, Vektorfelder auf U NV, dann ist

)>0

w@(Xl,...,Xn) = det(X})- | det(gij) | 1/2 ,
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wobeil X} die Komponenten von X; beziiglich der durch ¢ = (z',...,2") gegebenen
Basis {0y,...,0,} des Tangentialraumes von M sind. Seien nun :)\/(; die Komponenten
von X beziiglich der durch ¢ = (y',...,y") gegebenen Basis {51,...,511}, dann gilt
(wegen der Unabhéngigkeit von det von der Wahl einer Basis)

det(X})- | det(gy) | 12 = det(X})- | det () | 12 = wy( Xy, X))

Da die lokalen Volumenelemente auf dem Karteniiberlapp iibereinstimmen,

definieren sie global ein Volumenelement w. O

Nun definieren wir die Integration einer Differentialform iiber die orientierte,
geschlossene Mannigfaltigkeit M". Wir orientieren M indem wir einen orientierten
Atlas A = {(¢n,Us)}a e 4 wihlen, d.h. einen Atlas, so dafl die Determinanten der
Jacobi-Matrizen aller Ubergangsabbildungen dasselbe Vorzeichen haben. Sei
{pPataca eine {U,},c 4 untergeordnete Zerlegung der Eins, d.h. [O'N, Ch. 1,

partition of unity]
i) pa€F(M),
i) 0<p, <1, Va€eA,
i) {suppp, | o € A} ist lokal endlich, d.h. jedes m € M besitzt eine Umgebung,

die in nur endlich vielen Trégern der p_, enthalten ist ,

iV) ZOzEApozE]'7

v) suppp, CU, ,Va€A.
Sei f € AN (M):=C>( A"T*M), also eine glatte n-Form auf M, wir definieren

(1.17) JMﬂ = Xa: JU Pa- B

e

; () (P B) d™x

RH

Pa © Sooz_l(x) ’ ((@a_l)*ﬂ)(a/axly e d/82™) d"x
B( Do, tajast ..., Do, oo )
0, d,

I
]

RH

=3 | peopll@-foplt@ de
) R™

wobei wir im letzten Schritt die Darstellung von J in Koordinaten auf U,
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B = flx)- da' A...Adx™ verwendeten.

Lemma 1.4 [BT, Ch. I, Prop. 3.5/ jMﬂ wst unabhdngig vom orientierten Atlas
A={(a:Ud)}a e 4 und der Zerlegung der Eins {p,}q ¢ 4-

BEWEIS Sei {(1

{V_,}, e ¢ untergeordnete Zerlegung der Eins, dann ist

V. )}, ec ein anderer orientierter Atlas von M und {x.,}, ¢ ¢ eine

_ SUpp. .. UaﬂV,Y
IR IR ol B e o

Nun koénnen wir ein inneres Produkt auf AP(M), dem Raum der glatten

Differentialformen auf der Mannigfaltigkeit A, definieren.

Lemma 1.6 Seien o, 3 € AP(M) und sei w das Volumenelement auf M, dann ist durch

<a,f>P = J < a(m),B(m)>P w
M
ein inneres Produkt auf dem Modul AP(M) dber dem Ring F(M) der glatten

Funktionen auf M gegeben. Das heifst es gelten Yo, 3,y € AP(M)

i) Linearitit: < o,bf+ey>P=b<a,f>P4+c<a,y>P, VbceFM),
ii) Symmetrie: <o, f>P = < [f,a>P
iii) Positive Definitheit: < a,a>P >0 und <oa,a>P=0&a=0.

BEWEIS i) Linearitit folgt aus der punktweisen Linearitit von < -, - >P . sowie
der Linearitat des Integrals.

ii) Symmetrie folgt aus der punktweisen Symmetrie von < -, - >P.

iii) ®Sei {(¢p0Ud)}aca eine orientierte Uberdeckung von M  mittels

Normalkoordinaten und {p,}, ¢ 4 €ine untergeordnete Zerlegung der Eins, dann ist

<oz,oz>P:J <a(m),a(m)>P w= Z JU Po < a(m),a(m)>F w
M o
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da der Integrand nicht negativ ist.

e Sei a =0, dann 1st < 0,0 >P = [0 -w=0.

e Sei umgekehrt Iy, <atm),a(m)>§ w=0. Dieses Integral ergibt sich wie zuvor
gezeigt als Summe von Integralen mit nicht negativen stetigen Integranden, es folgt
daher < a(m),a(m)>F2 =0 Vm e M und damit, wegen der Nichtdegeneriertheit
von < -, >F a=0. g

Nun noch einige Bemerkungen zum Hodge-+-Operator

Lemma 1.7 [CFKS, Prop. 11.9] Sei w die Volumenform auf der orientierten
Riemannschen Mannigfaltigkeit (M™,g), dann gilt: Fir jedes 3 € NP(T7 M) existiert
genau ein %3 € AN™P(Tr M), so daf

<a#3>"P= < Bra,w>"  Ya€ AMP(TLM)

Die punktweise definierte Abbildung +: AP(T5M)— AN*P(T5 M) kann als Abbildung
von AP(M)— A"P(M) aufgefafst werden (selbe Bezeichnung ), indem wir zu ihrer

Auswertung die punktweise definierten Abbildungen benutzen (diese hiangen glatt von

m € M ab ). Es gelten Vo, 3 € AP (M) V~y € A"P(M)
a) Linearitit: (o + B) = xa + 4 , #(fa) = f(xa) , Vf e F(M) ,
b) <sa(m)*fB(m)>P= <a(m),f(m)>]
¢) <ra,y >t = (= 1P <y > P
d) *(xa) = (= 1)""Pa

e) an(xf)= <a,f>P w.

BEWEIS <A -, w>0: A™P(Ti M)—R definiert ein lineares Funktional auf
(APPTE M), < -, - >%P). Nach dem Satz von Riesz existiert nun ein eindeutiges
Element 3 € A™P(T5 M), so dafl das obige lineare Funktional gleich < %3, - > P
1st.
a)  <ox(fl+gy)>pP= <(fft+g)raw>y

=f<fraw>t +g<yAa,w>D

:f<a7*6>?r1p+g<av*7>?rlp

= <a, f*B+ gxy > 5P
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c) <ska,y >TP= [ <ska(m),y(m) > P w

= |, <am)Ay(m),w(im) > 5 w

= |, < (=1PTPym) na(m),wim) > 5 w

= [ (=P < agm).+q0m) > 1P w

(PO gy s
b) Sei (w',...,w") eine positiv orientierte ONB von T7 M, d.h. w= WAL AW
Berechnung von #3 = #(w''A...AwP): Sei o € A™P(T% M), dann ist

i k L.
<(WlA..AWP) A Z Lk WIA AW WA A>T
1<ky<o.<hy o <n P

= ( - 1)ﬂ- ajl“‘jn-p )

(hierbei ist j; <... < g, und {j1,-. . Jupt = {1s-- s\ {4y, .. 3, }. 7 ist das Vorzeichen
der Permutation, welche (1,....p) auf (4y,...,2,) und (p+1,...,n) auf (j5,... jup)
abbildet.)

L < > ey dey U AP , k3 >10P

1<ky<. . <ky <
= *ﬂ:(—l)’rwjl/\.../\wjn'P
D.h. * bildet eine ONB von AP(T; M) auf eine ONB von A™P(T% M) ab, d.h. * ist
eine Isometrie, d.h. das innere Produkt ist invariant unter .
d) < sk, 3> P ) (— 1)p(n-p) < sk, % > P b) (— 1)p(n-p) <a,f>P
= kxa = (— 1)p(n'p)oz

e) Es ist (aA*f)(m) e AT M), wobei dim AN™T; M) =1. Also existiert ein ¢ € R
mit (e Ax3)(m) = c¢-w, wobei w € AT M) die Volumenform von M sei. Es ist

er.
n von x

c=c- <wm),wim) >t = <a(m)Axf(m),w(m)>5"=" < xf(m),*a(m) > P
2 < Bim),a(m) > 5 = < a(m), fm) >,

Also gilt aAxf = < a(m),B(m) > w. O

Lemma 1.8 [CFKS, Thm. 11.10 a)] d*a = (— 1)*™Pthdxa ,Va € AP(M).

BEWEIS Sei a € AP(M), 8 € APY (M), d.h. xa € A*P(M) und 8 A*xa € A*Y(M), d.h.
d(B A*a) € AM(M). Nun gilt mit dem Satz von Stokes
(1.18) J d(ﬂ/\*oz):J BAsa =0

M

OM =10
Hieraus folgt
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(1.19) J dfnsa + (—1)P-1J BA(dva) =0
M M
Es 1st
Ller;u;rﬁa
(1.20) J dfnsa' T J <dBa>P w = <dfa>P
M M
und
herme
(1.21) J BA(dva) T J BA((— DEPHIEH D g )
M M
Lemma
ML (L)) J < B,xdva > W
M

=(— 1)(P‘1)(H'P+1) < B,%d*xa > P
Es ist

(p=U(n—p+l)=n—np—p+l=pn—p*+p-—ntp-l-—n—np—p+l1

= —2n, —p(p—1)
g;z/;lle gerade

eine gerade Zahl, d.h. entweder sind (p—1)(n—p+1) und (n+np+ p—1) beide
gerade oder beide ungerade, d.h.

(%) (— 1)(p-1)(n-p+1) = (- 1)n+np+p—1
Nun 1st also
1:20) 9
<dp,a>? "2 (1 J B A (dwa) "2 (— Dol g gy > 0
M
2p gerade (— 1)t < Bkdsa > P O

Die Aussage des Lemma 1.8 werden wir bei der Frage der Abschliefbarkeit von

d: AP(M)— AP(M) bendtigen.

DER HILBERTRAUM A P(M)

Der Raum (AP(M), < -, - >P) ist beziiglich des in Lemma 1.6 definierten L*-
inneren Produkts (genauer: beziiglich der dadurch induzierten Norm) nicht

vollstdndig. Wir kénnen uns dies folgendermaflen veranschaulichen: Sei M = R" und

p =0, d.h. A°%M) = F(R"), dann ist

(1.22) <fg>0= J flx)- g(x) dz
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Es ist wohlbekannt, dafi die Vervollstindigung von F(R") beziiglich < -, >°

(modulo Gleichheit bis auf Nullmengen) mit L*(R™) bezeichnet wird. Was wir unter

dem Verfahren der Vervollstindigung verstehen, wollen wir nun etwas genauer

beschreiben, siehe z.B. auch [RSI, Se. 1.2].

Definition 1.9 (N,d) heifit metrischer Raum < N Menge und d: NxN—R
Abbildung mit i) d(x,y) >0 , Va,y e N,

i) dz,y)=0 & ax=y,

iii) d(x,y) =d(y,xz) , Yo,y e N,

i) d(x,z) < d(z,y)+d(y,z) , Yr,y,z€ N .

Y
L,y
L,y

Y

Definition 1.10 Eine Folge {x,} .y von Elementen eines metrischen Raumes (N,d)
heifft Cauchyfolge = VYe>03IkeN: nm>k = d(z,,x,) <e€.

n’ “m

Definition 1.11 Ein metrischer Raum in dem alle Cauchyfolgen konvergieren heift

vollstindig.

Definition 1.12 Fine Teilmenge B eines metrischen Raumes (N,d) heifit dicht &
jedes x € N st Hiufungspunkt von Elementen von B.

Theorem 1.13 [RSI, Thm. [.3] Sei (N,d) ein nicht vollstindiger metrischer Raum,
dann ezxistiert ein vollstindiger metrischer Raum Kf, so daff N isometrisch zu einer

dichten Teilmenge von N ist.

BEWEIS Betrachte die Menge aller Cauchyfolgen in N. Zwei Cauchyfolgen
{Zatn e N> Wim)m ey heiBen dquivalent, falls lim,_ . d(z,,y,) =0. Sei N die Menge
der Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen unter dieser Aquivalenzrelation.

o Seien {z,}, N+ {Umm ¢ y Cauchyfolgen in N, dann existiert

Denn sei ¢,:=d(x,,y,), dann gentigt es wegen der Vollstindigkeit von R zu zeigen,
daff {c,}, . eine Cauchyfolge ist. Sei e>0 beliebig und sei k€N, so daf
A2, ) < €/2 ¥Yn,m >k, k

n,m >k, dann ist

analog fir {y,,} k:=max{k,k,}. Seien nun

y me N>

L24)  Jea—cal

| d(xnv yn) - d(l’m, ym) | 9
< [ d(@, T) + d( @5 Vi) + Yoy Yn) — (@0 Yi) |
, Def. 1.9 iv)
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= (g, Tm) + (Yo ) ,
<€/2+¢€/2=¢ )

d.h. {e,}, ¢y ist eine Cauchyfolge.
o Seien {u,}, N EHTutyen] wnd {vn}, cn € HUntnenl ([-] bezeichnet die Aqui-

valenzklasse), dann ist

(1.25)  Jimy d(uy,v,) < Jim ( d(ug, @) + (@, 4) + (v v,) ) , Def. 1.9 iv)
=04 lim d(z,,y,)+0

(1.26)  Jim d(wy,y,) < Jim ( d(wg, 1) + d(uy,v,) + (v, 9,) ) , Def. 1.9 iv)
=0+ lim d(uy,,v,) +0

Aus (1.25) und (1.26) folgt die Unabhangigkeit von lim,__ d(z,,y,) von der Wahl

der Reprisentanten der Aquivalenklassen Hznt, enl wnd {ynt, onl-
e Wir definieren eine Metrik auf N durch

(1.27) d(Heady ends Wmd o en] ) = Lime d(20, )

Die Existenz von (1.27), sowie die Unabhingigkeit von der Wahl der Représentanten
wurden in den beiden vorigen Schritten gezeigt. (Kf ,3 ) hat die Eigenschaften eines
metrischen Raumes (Def. 1.9), aufgrund der Eigenschaften von d, sowie der
Definition der Aquivalenzrelation auf der Menge der Cauchyfolgen.

. (Kf ,3 ) ist vollstandig: Sei {uy}, .y eine Cauchyfolge in N, d.h.

(1.28) we=[{o), oyl
wobei {vgk)}s ¢ €ine Cauchyfolge in NV ist. Mit
(1.29) w= [0, on]

ergibt sich

(1.30) lgzm U = u
Damit hat jede Cauchyfolge in N ein Grenzelement in Kf, was zZu zelgen war. g

DER ABSCHLUS VON d*d + dd* UND DIE HODGE-ZERLEGUNG

Wir definieren zunéchst einige Begriffe aus der Funktionalanalysis, insbesondere
den des Abschlusses eines Operators. Abgeschlossene Operatoren haben den Vorteil,
dafl es zur Untersuchung ihrer Eigenschaften geniigt, sie auf einem in ihrem

Definitionsbereich dichten Teilraum zu studieren. Wie wir sehen werden, bedeutet
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dies eine wesentliche Vereinfachung des Formalismus.

Von einem unbeschriankten Operator kénnen wir im Allgemeinen nur erwarten,
dafl er auf einer dichten Teilmenge eines Hilbertraumes 36 definiert ist. Dies folgt
aus dem Hellinger-Toeplitz Theorem, welches besagt, dafl ein auf ganz 36 definierter
Operator A mit <Ap, > = <p,AY > Voo €3 notwendigerweise ein

beschrankter Operator ist.

Definition und Satz 1.14 [RSI, Ch. VII] i) FEin Operator (auch lineare
Transformation) T auf einem Hilbertraum (36, < -, - > ) ist eine lineare Abbildung

von einem linearen Unterraum von 36 (ihrem Definitionsbereich D(T')) nach 36, d.h.
T:%>5D(T)— 3
ii) Der Graph der linearen Transformation T ist gegeben durch
I(T) :={(¢,Tp) | € D(T) } C FxTb

T heifit abgeschlossener Operator < T(T) ist abgeschlossene Teilmenge von Jbx36
(beziiglich der Graphennorm (1.56)).

iii) T,,T seien Operatoren auf 3. Falls T'(T,) D I(T), dann heifst T, Erweiterung
von T'. Wir benutzen hierfir die Notation T, D T.

iv) FEin Operator T heifit abschliefbar, falls er eine abgeschlossene Erweiterung

besitzt. Jeder abschliefSbare Operator besitzt eine kleinste abgeschlossene Erweiterung,

wir nennen diese Abschluf von T (T').
v) Sei T ein dicht definierter linearer Operator auf dem Hilbertraum 36 und sei
DT*):={pedb | Meh: <T,p> = <tpn> Ve DT)}

Fiir jedes ¢ € D(T*) definieren wir T*p = n. T* heifit der zu T adjungierte Operator.
vi) Ein auf dem Hilbertraum 36 dicht definierter Operator T heifft symmetrisch, falls
T CT*. Dies ist dquivalent zu

<Tp,p> = <p,Tp> , Vo,p€ D(T)

Fin symmetrischer Operator ist immer abschlieffbar [RSI, Se. VIIL.2].
vii) T heifit selbstadjungiert, falls T =T (& T symmetrisch und D(T) = D(T¥)).
viii) Ein symmetrischer Operator T heifst wesentlich selbstadjungiert, falls T

selbstadjungiert ist. Ein wesentlich selbstadjungierter Operator T hat genau eine

selbstadjungierte Erweiterung [RSI, Se. VIII.2].
BLT-Theorem 1.15 [RSI, Thm. L.7] Sei T ein beschrinkter linearer Operator von
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einem normierten linearen Raum (Vi || - ||1) in einen vollstindigen normierten
linearen  Raum (Vo || - ||5). Dann existiert eine eindeutige  Erweiterung
TV | )—=Vyll-lls) won T. Hierbei bezeichnet (V|- |,) die

Vervollstindigung von V, (siehe Thm. 1.13). T st ein beschrinkter linearer
Operator (mit derselben Schranke wie T').

Wir betrachten nun den Hilbertraum (AP(M), < -, >P) und wollen den

Operator der dufleren Differentiation
(1.31) d: X°(M) > D(d) = AF(M) — A™'(1) € HI(2)

abschliessen. Um die Abschliefbarkeit von d zu zeigen, gentigt es nach [RSI, Thm.
VIIL1 b)] zu zeigen, daB D(d*) dicht in APTY(M) ist. Es ist AP*Y(M) dicht in
AP M), womit zu zeigen bleibt

Proposition 1.16 APHY(M) C D(d)
BEWEIS Es ist

D(d*):={a € AH'(M) |y € A(M): < dB,a > ' = < B,n>P V3 e D(d)}
Sei nun a € AP*Y(M), dann gilt fiir 3 € AP(M)

Lemma
(1.32) <df,a>Pt LB g (—1ptetlydka >P = < B, > P
mit n:=(— 1) xdxa € AP(M). Also ist gezeigt APT(M) C D(d*). a

Wir bilden nun den Operator-Abschluf von d

(1.33) d : D(d)CAP(M) — APTY(M)
Nach [RSI, Thm. VIIL.1 ¢)] gilt

(1.34) (d ) =d*: D(d*) C AP*H(M) — AP(M)

Der Abschluf} eines Operators T: D(T) C % —36 auf (36, < -, - >) ist definiert als
Abschluf} von

(1.35) Graph T = {(¢.T¢) | ¢ € D(T)} C Fox b
beziiglich der vom inneren Produkt auf 7x 7%
(1.36) <> (TexM)x(HxI) — R

(01, %1), (02, 100)) 1 < P00 > + <aby,1hy >
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induzierten Norm auf J6xJ6; diese heif}t Graphennorm.

Nun geniigt es einen abgeschlossenen Operator T auf der dichten Teilmenge

D(T) C D(T ) zu betrachten, denn es gilt
Proposition 1.17 Sei a € D(T'), dann ezistiert eine Folge {au}, ey von Elementen

von D(T) mit a,—a und T a = lim,_  Ta

V—0 v:®

BEWEIS Sei a € D(T ), d.h. es existiert Folge {a,}, ¢ von Elementen von D(T)

mit

0=fim | (£,)-(re )| = limpo—ay + Jim| Ta=Ta, |
= lim a,=a und T =lim Ta,
also T lim,_ o, =lim,  Tao,. O

Das heifit wir konnen jedes Bild T « als Limes von Bildern T, des urspriinglichen

Operators T darstellen. Zum Beispiel gilt in unserem Fall fiir jedes o € D(d )
(1.37) da=1lim doa,

V—0

fiir eine geeignete Folge {a,}, .y C AP(M) = D(d).

Proposition 1.18 Der Operator d?=0: AP(M)—APT*(M) hat die eindeutige
Fortsetzung 0 auf AP(M), ebenso der Operator (d*)? = 0.

BEWEIS d? =0 ist beschrinkt mit Schranke 0. Nach dem BLT-Theorem 1.15
existiert eine eindeutige Fortsetzung auf AP(M) mit derselben Schranke 0, d.h. wir

erhalten den Nulloperator auf A P(M). Analoges gilt fiir (d*)?. O

Betrachte den Operator
(1.38) A :=d*d+dd*: D(AN)=A"(M)— AP(M)
dieser ist offenbar symmetrisch: Seien o, 8 € D( A ), dann ist

(1.39) <(d*d+dd*)a,f >P = <d*da,f >P+ <dd*a,3 >P
= <a,ddB>P+ <a,dd"p>"P
= <a,(d*d+dd)B>"

Nach Definition und Satz 1.14 vi) ist A damit abschliefibar.

24



Kap. 2 Der Wittensche Beweis der Morse-Ungleichungen 2.1 Der Laplace-Beltrami-Operator L

Definition 1.19 Der Laplace-Beltrami Operator L: D(L) C AP(M)—AP(M) st
definiert als Abschlufl von A\ = d*d 4 dd*: AP(M)— AP(M) in AP(M).

Theorem  1.20  [C][St] N =d*d+dd : AP (M)—AP(M) ist  wesentlich
selbstadjungiert.

Proposition 1.21 Es gilt fir alle o€ D(L)CAP(M) <o, La>P>0 (d.h.
Spec(L) CRY).

BEWEIS Eigentlich geniigt es nach Prop. 1.17 diese Aussage fiir a € AP(M)di&htD(L)

Zu zeigen:
(140)< o, La>P = <a,(d*d+dd")a >P = <da,da>P+ <d*a,da>P>0.

Wir wollen jedoch noch einmal die vollstindige Argumentation wiedergeben: Sei
a € D(L) C AP(M) und sei {au}, cn eine Folge von Elementen von AP(M) mit
a,—a. Da L =d*d + dd”*, gilt nach Prop. 1.17

I fing o, = fim (40 + dd") o,
Damit ergibt sich
(1.41) <a,La>P= <hma,,Llima,>"P
= < Jim Jin (d°d + dd)a, >
=lm <a,,(d"d+dd")a, >

=Jim ( <da,.do,>? + <d%a,.da,>? ) >0 O
>0 >0

Definition 1.22 i) o € D(L)C AP(M) heifit harmonisch < La=0. (Im Fall
a € AP(M) ist dies dquivalent zu da =0 und d*a =0).

i) AR(M) := KerL

ii) AR(M) := Ran(d :A* (M) D D(d )—AP(M))

) AP(M) := Ran(d = APT'(M) D D(d *)—AP(M))

v) Die Riume AR(M), AR(M), AR(M) seien definiert als jene Teilmengen der

entsprechenden Riume mit Querstrich, welche aus glatten Formen bestehen.

Nun benétigen wir zwei wohlbekannte Resultate
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Theorem 1.23 (Elliptische Regularitit) [GrHa, Ch.0 Se.6 p.93 global Sobolev lemma
and p.94 regularity lemma]/

A DI = Av(M)

k=1

Theorem 1.24 [GrHa, Ch. 0 Se. 6 p. 94 lemma] (L+Id)Y" ist ein kompakter
Operator.

Definition 1.25 Seien X.Y Banachriume. Ein linearer Operator T: X —Y heifit
kompakt, falls er beschrinkte Mengen in X in prikompakte Mengen in Y abbildet.
Eine Menge heifst prikompakt, falls thr Abschlufl kompakt ist.

Die Aussagen i) und ii) des folgenden Theorems werden auch als Hodge-Zerlegung

bezeichnet.

Hodge-Theorem 1.26 [CFKS, Prop. 11.7]

i) AP(M)=ARM)DARM) S AD(M)

i) AP(M) = AR(M)© AS(M) © AL (M)

iii) Ker(d: AP(M)— APTY(M)) = AR(M) & AR(M)
w) AR(M) = Ap(M) ist endlich-dimensional.

Zum Beweis des Hodge-Theorems benétigen wir das

Hilbert-Schmidt-Theorem 1.27 [RSI, Thm. VI.16] Sei A ein selbstadjungierter
kompakter Operator auf dem Hilbertraum 3. Dann existiert eine wvollstindige ONB

{Pnty en von 36, so daff
Ao, =0, und A ,—0 fir n—oo

Proposition 1.28 Ein kompakter Operator T: 36— 16 ist ein beschrinkter Operator.

BEWEIS [Tl = sup [Tely = sup [Tl
loll=1 »€B,(0) C 36

= sup Yl < sup Yl =1 ¢ < 0,
¥ € T(B,(0) ” ”}E ¥ € T(B,(0) ” ”}E

da die stetige Funktion || - | auf der kompakten Menge T(B,(0)) ihr Maximum
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annimimt. O

BEWEIS VON THEOREM 1.26

iv) Die Inklusion AR(M)C AR(M) gilt nach Definition von AR(M). Um die
umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei o € AR(M), d.h. La =0. Damit gilt auch
L*a =0, VEk € N, anders ausgedriickt

a€f D(I¥Y |
k=1
also o € AP(M) (elliptische Regularitat, Thm. 1.23) und damit o« € AR(M). Die

endliche Dimension von AR(M)= AR(M) ergibt sich aus der Kompaktheit von
(L + IdY" und wird im Verlauf des Beweises von i) gezeigt, siehe (1.55).

i) Wir zeigen zuerst, daB die direkte Summe eine orthogonale Summe und
anschlieBend, daB sich jedes o € AP(M) in drei Anteile zerlegen laBt, einer aus jedem
der drei direkten Summanden. Um die paarweise Orthogonalitit der drei direkten

Summanden zu zeigen, gentigt es glatte Formen zu betrachten, siehe Prop. 1.17.

e AR(M) L AR(M): Sei oo € AP(M) mit La=0 und 8 € AR(M), also 3= dy mit

v € API(M), dann ist Def. 1.22 i)
=2
(1.42) <a,f>P= <ady>P= <d'ay>P'=0

o AR(M) J_Kg*(M): Sei o € AP (M) mit Lo =0 und 3 € AB(M), also 3 = d*y mit

v € APTH(M), dann ist Def. 1.22 i)
=0
(1.43) <a,f>P=<ady>P= <da,y>PT =0

e AB(M) L KS*(M): Sei «a€AR(M), also a=dp mit Se AP (M), und sei
v € Ab.(M), also v = d*n mit n € AP*(M), dann ist
=0

—
(1.43) <a,y>P= <df,dn>P= < ddB,n>*" =0

Nun zur Zerlegung von o € AP(M) in drei Anteile: Die Kompaktheit von
(L+Idy' (Thm. 1.24) hat die Beschrinktheit dieses Operators zur Folge (Prop.
1.28), d.h. der Operator (L + Id) hat eine beschrinkte Inverse (L + Id)*. Nach [RSI,
Thm. V1.3 d)] hat (L + Id)* eine beschrinkte Inverse und es gilt

(1.45) ((L+Idy)" = (L+Idy)
Hieraus folgt die Selbstadjungiertheit von (L + Id)™:
(1.46) (L +IdyYy = ((L+ Idy)* , (1.45)

Q7



Kap. 2 Der Wittensche Beweis der Morse-Ungleichungen 2.1 Der Laplace-Beltrami-Operator L

= (L* + Id*y* , * linearer Op.
=(L+1d)* , L, 1d s.adj. .

Nun kénnen wir das Hilbert-Schmidt Theorem 1.27 anwenden: Es existiert demnach

eine vollsténdige ONB {¢,} n von AP(M), so dafl

(1.47) (L+Idy'¢, =X, ¢, und A\ —0 fiir n—co
Sei nun
(148) Pn:: <¢n7'>p¢n 7nEN7
dann gelten: P, ist ein Orthogonalprojektor (:< P2 = P, und P, = P,) und
(1.49) S P, =1d
n=1
Seien v, € AP(M), dann ist
(1.50) Pl =Py <ot >Po, = < ¢y, <6t >P0, >P 0,
= <P >P <P 0n>" by = Py
=1
und
(1.51) <Pn>P= < <¢,p>Po ,n>P , (1.48)
= < ¢, >P <o, ,n>P , Lin. d. Sk.Prod.
= <, <o,,n>Po, >P , Lin. d. Sk.Prod.
= <,Pp>7P , (1.48).

Die Aussage (1.49) folgt aus der Vollstindigkeit der ONB {¢,} - Sei ¥ € AP(M),
dann gilt

(1.52) (L+1dy" = (L+1d)*( ZP )t , (1.49)
= (LI Y <6,00>70, , (1.48)
_ i < byth > P (L+Id)'4, , lin. Op.
=3 <ot >P Aoy , (147)
= S0P , (1.48)
=( 2P

Nun ist

(1.53) (L+Jd)¢:(§:;_npn)¢ ,
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denn es gilt

(1.54) (L+IdyNL+Idyp = ¢ =" (

[
3
=1
S—
<
Il
N
B
T
e
S
=]
5
3
=1
S—
<

- (L+Jd)-1(§°:;_kpk)¢ ,(1.52) .

Hieraus erhalten wir

(1.55) Lh = (Y £ Py — Idy ,(1.53)

:(Z:I(ALH_DPH);ZJ , (1.49) .
Aus A\, —0 fiir n—oo (1.47) schlieflen wir, dafl Ker L endlich-dimensional ist (denn es
sind hochstens endlich viele Eigenwerte A, gleich 1), auflerdem ist SpecL diskret
und nicht negativ (Prop. 1.21). Aus (1.55) erhalten wir eine Zerlegung von A P(M) in

eine orthogonale Summe
(1.56) AP(M)=KerL ® Ran L

Ran L ist abgeschlossen, dies folgt aus Ran L = (Ker L)* und der Tatsache, daf aus
der  Abgeschlossenheit von KerL (da  endlich-dimensional) auch die
Abgeschlossenheit von (Ker L)+ folgt [RSI, Se. I1.2].

Fiir a € AP(M) gilt nun

(1.57) a=ap+ Ly ,a € Ker L, v € D(L)
= ay + d*(dv)+ d(d*y) , oBdA v € APY(M) .

Der letzte Schritt erfolgte unter Anwendung von Prop. 1.17. Damit ist 1) gezeigt.

ii) Die Summe von glatten Differentialformen ist eine glatte Differentialform, womit
7 D7 gezeigt wire. Es bleibt also 7 C7 zu zeigen: Sei o € AP(M), dann ist nach
Gleichung (1.56)

(1.58) a=oag+Iv ageRRM) = ARM) , 7 € KP(M)
Die Glattheit von « und o4y impliziert die selbige von L~. Nun ist

(1.59) L(L~y)= Lo — ay) = La— Lay = La
Ly =LK [ E>2,

d.h.
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(1.60) ve () DIy |

k=1
also ~v € AP(M) (elliptische Regularitdt, Thm. 1.23). Damit ist gezeigt: Fir
o € AP(M) gilt
(1.61) a=ayg+Ly , ap € AR(M), v € AP(M)

= ay + d(d™) + d*(d7) day € AY(M),
€ AR(M) @& AB(M) @& AB(M)

iii) 7 D7 Sowohl AR(M) als auch AR(M) sind in Ker(d: AP(M)— APTH(M))
enthalten, damit auch ihre orthogonale Summe.
7 C7 Offenbar ist

(1.62) Ker(d: AP(M)— APY (M) C AP(M)
andererseits aber
(1.63) AP (M) N Ker(d: AP(M)— AP (M) = {0}
denn sei v € AB(M)N Ker(d: A (M)— AP (M)), dh. v =d*a und dy = 0. Damit
ist
(1.64) 0= <dvy,a>P" = <dd*a,a >
= <d'a,d"a>P= <~y,y>P |
also v = 0. Aus (1.62), (1.63) und ii) ergibt sich nun
(1.65) Ker(d: AP(M)y—APTY(M)) C AR(M) @ AR(M) . O

Die Aussage iv) AR(M)= Ap(M) von Thm. 1.26 ist eine Regularititsaussage:
Alle Elemente im Eigenraum zum Eigenwert Null von L sind glatte
Differentialformen. Der Kern von L wurde also durch die Vervollstandigung
beziiglich des L*-inneren Produkts nicht verdndert. Solange wir uns nur fiir den Kern
interessieren, kénnen wir daher L entweder als selbstadjungierten Operator auf dem
Hilbertraum AP(M) auffassen oder als Differentialoperator auf dem Raum der

glatten p-Differentialformen AP(A).

Theorem 1.29 [CFKS, Thm. 11.8] b, := dim HRg(M;R) = dim Ker L .

BEWEIS
Ker(d: AP (M)— AP*H(M))

Ran(d: AP (M)— AP(M))

HPDR(M;R) =

A0
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_ AR(M) & AR(M)
= AR , Thm. 1.26 iii)
~ AR(M)

= Ker L g

A1
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2.2 Der deformierte Laplace-Operator L,

Witten definierte 1982 in [Wi3] eine durch einen reellen Parameter variierte

Hodge-Theorie:

Definition 2.1 Sei f € C™(M,R) eine Morse-Funktion und seien
i) dy =e Yde o AP(M) — APYY(M)
i) Ny :=did+dds AP(M) — AP(M)
ii) Ly := A : D(L) C AP(M) — AP(M)
iv) Klﬁt(M) ;= Ker L,
v) th(M) ;= Ran (d,: D(d,) C AP (M) — AP(M))
i) Kﬁt*(M) ;= Ran (d*: D) C APTH(M) — AP(M))
(beachte: d* ist ein abgeschlossener Operator und (d,)* = d.* [RSI, Thm. VIII.1])
vii) Die Rdiume Aﬁt(M),Aﬁt(M),Agt*(M) seien definiert als jenme Teilmengen der

entsprechenden Riume mit Querstrich, welche aus glatten Formen bestehen.

Im vorigen Paragraphen 2.1 wurde gezeigt, daf die p-te Bettizahl b, von M durch
die Dimension des Kerns von L, wirkend auf den glatten p-Formen, gegeben ist.
Witten bemerkte, daf fiir die durch ¢ variierten Gréofen Resultate, analog zu denen
des Paragraphs 2.1, gelten: Es gilt insbesondere eine Version des Hodge-Theorems
1.26 (Hodge-Zerlegung) aus dem wir

(2.1) b, = dim Ker L,

ableiten. Fiir grofle ¢ vereinfacht sich das Spektrum von L,. Der Limes t—oo von L
(der sogenannte quasiklassische Limes) wurde bereits frither studiert [CDS], er liefert
obere Schranken fiir dim Ker L, und damit fiir b,. Diese oberen Schranken sind
durch die Anzahl ¢, der kritischen Punkte der Morse-Funktion f mit Morse-Index p
gegeben. Dies ist jedoch Gegenstand der folgenden Paragraphen.

Zunichst wollen wir die Wohldefiniertheit der Begriffe in Definition 2.1
iiberpriifen. Wir berechnen die formal adjungierte Abbildung d,* und zeigen
APYY(M) C D(d,*); hieraus folgt die Dichtheit von D(d,*) in APT(M) und damit die
Abschliebarkeit von d, siehe (1.31) und [RSI, Thm. VIIL.1 b)].

Proposition 2.2 d,* | =l d et APTY M) — AP(M) .

Ap+1(M)
BEWEIS Seien a € AP*'(M), § € D(d,) = AP(M)
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<dfp,a>Pt = <ede B a>PH! )
= <depe Vo >rH! , F(M)-Lin., Lemma 1.6 i)
= <eBde a>P , Def. von d~
= <Befdre Pa>r , F(M)-Lin., Lemma 1.6 i)
= < p,dJa>"P , Def. von d.* .

Es ist efd* e~ a € AP(M), denn ¢~ 7o € AP*Y(M) und d* bildet nach Lemma 1.8
glatte (p + 1)-Formen in glatte p-Formen ab. O

Es gilt weiter A, | AP(M) = A AP(M)> also ist AP(M) C D( A ), also D( A *) dicht
in AP(M) und A, somit abschliefibar; L, ist also wohldefiniert.

Unser Ziel ist es nun eine Formel fiir L, zu finden, die die Abhéngigkeit von L,
von den kritischen Punkten der Morse-Funktion f darstellt. Hierzu fithren wir zwei

Operatoren (a')* und @ auf AP(M) ein, die in der Quantentheorie als

Fermionenerzeugungs- bzw. Fermionenvernichtungsoperator bekannt sind.

Definition 2.3 Seien (2',...,2") lokale Koordinaten auf U C M, wir definieren

(@) AP(U) — APFH(U)

o (ai)*oz =da' Ao

Lemma 2.4 Der zu (a)* formal adjungierte Operator (beziiglich des L*-inneren
Produkts < -, > * auf A *(U))

a: AP U) — AP(U)
erqibt sich durch lineare Fortsetzung aus

. . : p+l .. . A :
a' (d:z;Jl/\.../\d:I;JP"'l) = > (- 1)kt gk A2 AL ndZ AL A daPT!
k=1
Hierbei ist ¢' = < do',dd > ' = g(7''(d2), iN(daY)) die induzierte Metrik auf T*U,
siehe Lemma 1.1.
BEWE.IS Mit jozE APU), dh. a= Zl511<...<ip5n0‘i1---ipdx1/\"‘/\dxp und
B=da A ...Adx P € APTYU) ergibt sich

<(dYa,f>P = <diha,f>PT =
:J < > a~_”ipd:z:i/\dxll/\.../\dxlp,d:z;Jl/\.../\d:I;Jp"'1>fn+1w
U

1
1<i< <ip<n
A2
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. ; i j j
= > L <dd'Adx AL Adx®, dZ VAL AdD P > P
1<ig<..<i < P . "
v o =h p=" , Linearitat von < -, . >P*!
_ T s 1
= Z Xy det (< da*,dx®> ), ¢ {idgenipy @
7 1<i<o<ip<n o
Se{le---va+1}
, Prop. 1.2
pt1 o
S e SO it s b det (< drdr s )y
<< Pk L "
.o .<lp S n s € {jlv' . '7Jk7' . '7Jp+1}

, Entwicklung der Det. nach 1. Zeile (i)

pt1 y : . : A ;
= J Zail...i Z(—l)k"'lguk <dz VA AdxP L d?T AL AdR AL A PTE S P W
1<i<...  Pk=1
co<ip <n , Prop. 1.2
p+1 L A ;
1
= < a, Y (=g dat A ada A nda Pt > P
k=1
= <a,adfB>P O

In der Formel fiir ' ist in [CFKS, Formel (11.32)] ein Vorzeichenfehler zu finden.
Dieser wiirde zu einem falschen Vorzeichen in Proposition 2.5 fiihren und statt
Proposition 4.3 ergibe sich [(a')*,a'] = 1, womit der Beweis der Morse-Ungleichungen

zusammenbrechen wiirde.

Proposition 2.5 Sei o € AP(U), dann gilt
{d, (@) a=g"a |
wobei {A, B}:=AB + BA den Antikommutator bezeichnet.

BEWEIS Es gentigt die Aussage fiir ein DBasiselement o= dz'V AL A d:z;lp,
1 Sll <...<l,<n, zu zeigen:

{d,(d)y}a=d(d) a4t (d)da ) \

= aidxj/\dxll/\.../\dxlp—l— (aj)* Z( — 1)k+1gilk d:z;ll/\.../\d:zjlk/\.../\d:z:lp
k=1
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. I ity ; . A !
= gV dz'UA. Adz?+ Z(—l)k"'lglk diAdz U AL Ade AL Ade P
k=2

A
p ) .
+ Z(—l)k"'lgllk d:z;J/\d:z;ll/\.../\d:zjlk/\.../\d:lilp
k=1

(die beiden ersten Terme hier kommen vom ersten Term der vorigen Gleichung)

A
_ " l D i . l
vkl i AL ndz P Z(—l)r“glr dd Ada' AL nda't AL A da P
r=1
P il ~ ! /\l l
+ Z(—l)k"'lg kddande A ndaes A Ada®
k=1
:gijoz O

Proposition 2.6 (a')* ist ein beschrinkter Operator auf AP(U) mit

H (ai)*

op < GY | wobei Gii::nflé% ¢i(m)>0 .

BEWEIS Sei oo € AP(U), dann ist
”“%”P*W(¢VQH2: < da,da > P+ < (dlfa, (@) a > P!

= <a,(d)da>P+ <a,dd)a>P

= <a{(@),a}a>?

= <a,{(d),d}a>P w
U

= <a,¢la>P w , Prop. 2.5
U

= | ¢'(m) <a,a>P w
U

gGiiJ <a,a>P w=G"|a)?
U

Hieraus erhalten wir insbesondere

H (a')ya H2 < i

(22) lel> = ’
woraus folgt
2 H (ai)*osz y
(2.3) | (@) [op == sup s < @ O
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Proposition 2.7 a': APTYU)— AP(U) ist ein beschrinkter Operator mit

”ai”op <GY | G" wie in Prop. 2.6 .

BEWEIS Der Beweis von Proposition 2.6 liefert bereits die Behauptung, es gilt
nimlich eine zu (2.2) analoge Ungleichung fiir ¢'. Wir koénnen die Behauptung
jedoch auch mittels der Theorie der beschriankten linearen Operatoren einsehen: Sei

¥ ein Hilbertraum und £(36) bezeichne die beschrankten linearen Operatoren von J6

nach J6. (£(36), || - || op) ist ein Banachraum. Sei T € £(3), dann ist die Abbildung

(2.4) 1 2(%) — 2(%%)
T — T

ein isometrischer Isomorphismus [RSI, Thm. VI.3 a)], d.h.
(2.5) 1T o, =1T* 1o,

Beniitze nun die Aussage von Proposition 2.6. O

Bemerkung 2.8 i) Nach dem BLT-Theorem 1.15 existieren eindeutige Fortsetzungen

von @ bzw. (a')* (selbe Bezeichnung) auf den gesamten Hilbertraum A P(U)

a : APTYU) — AP)
und

(@) : APU) — APH(D)
ii) a bzw. a* sind gerade die innere bzw. duflere Multiplikation mit « € AY(M) in der
Algebra der Differentialformen auf M [Ch, p. 277]
a  APTYM) — AP(M)
B = i)
a: AP(M)  — APTYM)
I¢] = aAf.

Lemma 2.9 Es gilt
L= L+2|dff+tA |

wobei A ein Operator nullter Ordnung ist und L den in Definition 1.19 eingefithrten
Operator bezeichnet. Falls die Metrik in U C M flach ist, so ergibt sich in lokalen

orthonormalen Koordinaten (2',... a™)
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A=Y 2L iy, dl

BEWEIS Wir betrachten oBdA glatte Formen und zeigen A= A +¢*|df|f +tA,
siehe Proposition 1.17. Der Abschlufl des Operators A, liefert dann obiges Resultat.
Sei o € AP(M), dann ist

(2.6)

(2.7)
Es ist also

(2.8)

und damit
(2.9)
Weitter 1st

(2.10)

Def. Produll{t—
. 1
da = e_tfd(etfoz) PRS- tf (detf)oz +e et da

=da+e Yetltdfna=da+tdfra

df = fidd =3 fi(a) , wobei fi::%.

i=1 i=1 x

di-=d-+tdfn- | bzw.

=d-+t)y fi(d)- |
i=1
dr=d +1Y fidi- = d° +tiy
i=1

Ay = {dtvdt*}

:(d—|—t§; fiay) (d*—|—t§; fa)+(a+ ti; fy) (d + ti; fia'y)

. (28).(2.9)
= a4 dd 123 f@) (X )+ e( X f@) (X )

i=1 i=1
,d?=0=(d")?
= A + Zfifj {(a)y,d} + t A
i,j=1
= A + # Y fif; g+ tA , Prop. 2.5
i,j=1

A+ |df|P+tA

A:={d. i;fiai} +{a, i;fi(ai)*}::Al 4 oAz
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und

|df|= <df.df >'= < fida', fidd > = fif; ¢

0, sei der Operator, der nach der lokalen Koordinate z! ableitet:

ou:

: j Jl...j : j
(2.12) ai( > Ui da’ /\.../\d:sz) = Y —Pddanda?
1<5,<0. 1<5,< v
...<jp§n ...<jp§n

Damit ergibt sich aus (2.7)

(2.13) d=3 (d)d; .
fiir f € F(M) erhalten wir

af=( Y o) s =Yy gh= 3 ar

Es 1st

(2.14) A, =] i ()0, , i i ,(2.11),(2.13)
:.zn_:l{(ai)*ai,fjaj} , Lin. von {-, - }
= z: ( () f;d0; + fidd (a') 0; + (') 0; fyd — (a')* f{0) O, )

7 , Null addieren

= > (1) £ @}, + (@10, f0])
= zn: (g" f;0i+ A,) , Prop. 2.5

mit "

(2.15) A=Y (d)[0;. fid]

Sei der Einfachheit halber a = h-da't A... A d:z;jp, dann ist

(2.16) Aya = > (a)* (8, fiai — f;d0))a , (2.15)
i,j=1
= Zn:(ai)* (fii a + f;0; @ — T @) a , Produktregel
i,j=1

A
P .. . ) .
(— 1)+ g da't AL Adax AL A d:z;JP)
=1

Y

AR

k
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p .. . A .
fjhl(z kﬂg”kdsz:Jl/\.../\dek/\.../\deP))
k=1
S < e g /\j j
Z N fada+ (a fjhl(z k+1gkd:z;l/\.../\dxk/\.../\d:zip)
p A )
( Z 1)k+! 8g AP A AdES AL A d:zﬁjp) )
k=1 l‘
L ij i /\j i
T*AN...NATEN...Nd2
— (@) fil (Do (= 1 g At AL nddo AL A )
k=1
. ) N k-|—1 Bg i /\j i
Z aJoz—I—hf (Z P dztA.. AdxkA...Adxp),
j=1 k=1 2;‘

d.h. Ay AP(M)— AP(M) ist ein Operator nullter Ordnung (die Koeffizientenfunktion
wird nicht differenziert), welcher erste Ableitungen von f und g, sowie zweite
Ableitungen von f beinhaltet.

(2.17) A=A+ A7 ,(2.11)
=30+ Ay + (Y 40+ Ay)  (2.14)
i,j=1 i,j=1
= fJ _ gij
=SS ray + 32 @ T (6 + s
= 3

part.Inte gr

n .o
= - Z [aiv gufj] + A, + A4y,
Lji=1 =~
ag" i %]
= - f + ‘]—.
9t az!

d.h. A: AP(M)— AP(M) ist ein Operator nullter Ordnung.

e Sei m € M™ und U(m) sei eine Koordinatenumgebung von m in der die Metrik ¢
flach ist, d.h. der Kriimmungstensor R ist an jedem Punkt x € U(m) Null. Dies ist
gleichbedeutend damit, dafi alle Christoffelsymbole in U(m) verschwinden. In den
lokalen Koordinaten (z',...,2") haben wir also die n® Gleichungen [O’N, Ch. 3, Prop.
13]

ot o

i n ggg )

X

1 . k_ 1
0 = a5 := gkmFij = 5(
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in den n®> Unbekannten agjm/axi. Dieses lineare Gleichungssystem hat nur die
triviale Losung agjm/axi =0, d.h. g, = const.
Wir wéhlen nun in einer Normalumgebung Ucu (m) von m Normalkoordinaten
(2',...,2"), d.h. es gilt

g;(m)=6; und TH(m)=0
Aus dem obigen ergibt sich nun

gi(r)=46; und Tix)=0 ,VeeU .

e Alternative: Nehme an es existiert eine Umgebung U(m) von m € M™, in der
die Metrik ¢ gerade gleich der zuriickgezogenen euklidischen Metrik < -, - >
des R" ist, d.h.

g=¢ < -,-> mit ¢: U — R" Diffeomorphismus .
Damit 1st

= 9(0;,0;) = (¢ < > )(0;,0)) = < 005,90, > = < e, 6> =0

i Y

Sei also gy = 6, d.h. g9 =6V, und sei wieder der Einfachheit halber o = h-dz't A

ij o

!
..AdzP, dann ist

(2.18) [0y d] h-detA.. . Ada® =

A
p :
(h (=1 llk dz'1A. /\d:z;lkA.../\d:I;lP) —a (hi-d:z:ll/\.../\dxlp)
k=1
. il " !
=B Y (— DR dat AL Adak AL A daP)
k=1
P 35k /\l l
+ Ry > (= 1)k da"t A /\d:z:k/\.../\de)
k=1 69@
—
=0
P kg1 il g 1 /\l l
—h- > (—1) gkd:zjl/\.../\d:zjk/\.../\d:lip)
k=1
-0
d.h. es gilt
(2.19) [0,,d] =0

Damit und mit

=0
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(2-20) [aivfj aj] = aifjaj - fjajai
= jiClJ: + fjalaj — fJClJal
= fud + £5[0;, ']
= fjiaj

erhalten wir A,
(2.21) A=) f00 + Y (@) [0, fid]
i=1 i,j=1
=3 fi0 + Y () fyd
i=1 i,j=1

(2.22) A7 =( Y @y fyd )

— zn_:l (aj)* fji* (ai)** — zn_:l (aj)* le al

I
i
oS
x
Nl

*
s’
Qu

Wir erhalten nun den Operator A in der gewtinschten Form
(2.23) A=A+ A~
= Z [0;,6U f,] + 24,

||
M“ I

[0, fi] + 2 pr

_
Il
—

||
M:s

(fi+ fi0;— £i0;) + 2 pr

_
Il
—

- _..z_:‘sijfij + Q.iji(“) @
= qu _aJ (ai)* o +2(ai)* a )

,(2.14)

, (2.20)

. (2.15),(2.20)

, 1, 7 vertauschen

7fij: ji -

L (2.11)
L (2.17),(2.22)

. (2.21)

, Produktregel

, Prop. 2.5

Unser Ziel ist es nun fiir den Operator L, ein Analogon zum Hodge-Theorem 1.26

(Hodge-Zerlegung) zu beweisen. Wir gehen dabei wie folgt vor:

Y|
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e Das Kato-Rellich Theorem 2.12 liefert die Selbstadjungiertheit von L, d.h.
SpecL, CR.

e L, ist semi-positiv, d.h. SpecL, CRE. Also ist —1 € p(L,), woraus folgt, dafl
(L, + Id)'l ein beschrinkter Operator ist.

o (L, + Id)" ist ein kompakter Operator.

e elliptische Regularitat: ﬂlilD((Lt)k) = AP(M).

e Die beiden letzten Resultate liefern ein Hodge-Theorem fiir L,; der Beweis ist

analog zu dem des Hodge-Theorems 1.26 fiir L.

Definition 2.10 Seien A und B dicht definierte Operatoren auf einem Hilbertraum 3.
Falls die folgenden Bedingungen erfillt sind

i) D(B)D D(A),
ii) Ja,b e R Vo € D(A) : ||Bg0||§a-HAgoH—|—b-||go||,

dann heifft B A-beschrinkt. Das Infimum solcher a, welche i) erfillen, heifit relative
Schranke von B beziiglich A. Falls die relative Schranke Null ist, so heifit B
infinitesimal klein beziiglich A (Schreibweise: B << A).

Definition 2.11 Sei T ein abgeschlossener Operator. Eine Teilmenge D C D(T) heifst
Kern von T (nicht zu verwechseln mit KerT), falls T | p=T.

Kato-Rellich-Theorem 2.12 [RSII, Thm. X.12] T sei selbstadjungiert, B sei
symmetrisch und T-beschrinkt mit relativer Schranke a <1. Dann ist T+ B
selbstadjungiert auf D(T) und wesentlich selbstadjungiert auf jedem Kern von T.

Falls T von unten durch ¢ beschrinkt ist, so ist T + B von unten beschrankt durch
c—max{lea, al|M|+b}

wobei a und b durch Definition 2.10 i) gegeben sind.
In unserem Fall ist T = L und B = ¢? ||df||2 +tA.

Proposition 2.13 Der Operator

S, o AP(M) — AP(M)
a t2||df||2-a

ist beschrinkt mit | S| o, < mag. 2| df(m)|?.

=9
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BEWEIS 151 ]op = sup |Sia] = sup (< S,a,5,a>P)/?
llall= [lall=1

1/2
= o (]Jwa [df(m)Pa(m), £ [ df(m)[2a(m) > 2, w)

= sup ([ hasonl <etm.am 4 <)

llall=t \ 3,

meM

< sup (( mazx Y df(m) H4) J <a(m), a(m)>PF w)l/z
M

= mag #*-[df(m)[* - sup el

= mag. 12 de(m) H2 < oo ,da M kompakt . O

Proposition 2.14 Der Operator
S, s AP(M) — AP(M)

a — tAa

wobei A der Operator aus in Lemma 2.9 ist, ist beschrinkt.
BEWEIS Wegen der Kompaktheit von M geniigt es die Beschréanktheit von A in

lokalen Koordinaten zu zeigen. Im Fall einer flachen Metrik ergab sich fiir t A in

lokalen Koordinaten der folgende Ausdruck (Lemma 2.9)

A= Z 69@1695] @), o]

Fiir eine beliebige Metrik sind lediglich die zweiten Ableitungen von f durch
kovariante Ableitungen zu ersetzen [CFKS, Se. 11.4]. Der so erhaltene Ausdruck fiir
A ist invariant unter Koordinatenwechseln [CFKS, Se. 12.4] und definiert daher A
global. A ist als Summe von Produkten beschréankter Operatoren, selbst wieder ein
beschrankter Operator (die beschrinkten Operatoren bilden eine Algebra). Die
Beschrinktheit von (¢')* und @ hatten wir in den Propositionen 2.6 und 2.7 gezeigt.
Der Multiplikationsoperator mit den zweiten Ableitungen von f ist ebenfalls

beschrankt, da M kompakt und f glatt ist. O

=2
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Die Propositionen 2.13 und 2.14 zusammen ergeben nun die
Proposition 2.15 B :=t*|df|* + t A: AP(M)— AP(M) ist ein beschrinkter Operator.

B besitzt daher (BLT-Theorem 1.15) eine eindeutige Fortsetzung
B : AP(M) — AP(M)

(wir benutzen im folgenden dieselbe Bezeichnung B fiir den fortgesetzten Operator).

Bemerkung 2.16 Die Voraussetzung i) in Definition 2.10 ist also erfiillt. Auflerdem
gilt mit « =0,b=[1Blo,

|Be|<b-|¢| » VeeD(L),

d.h. B ist L-beschrinkt. Wegen a =0 ist B sogar infinitesimal klein beziiglich L
(B<L).

Proposition 2.17 B ist symmetrisch.
BEWEIS Seien «, 3 € AP(M), dann ist
(< 2 dfm)Patm). Bm) > B+ < (A, + A7 )a(m), (m) > B)w
, siehe (2.11)
(< alm), 2dfm)[28(m) > 5+ < a(m),t(A" + A)B(m) > b )w
, < -, >P lin.

= <aBf>"? O

Aus Bemerkung 2.16, Proposition 2.17, sowie der Selbstadjungiertheit von L (Thm.
1.20) erhalten wir mittels des Kato-Rellich-Theorems 2.12

Lemma 2.18 L, ist selbstadjungiert und D(L,) = D(L) C AP(M).
Es ist also insbesondere Spec L, C R.

Definition 2.19 T se: ein abgeschlossener Operator auf einem Hilbertraum 36. A € C
ist in der Resolventenmenge p(T), falls \Id — T eine Bijektion von D(T) auf 36 mit
beschrinkter Inverser ist. Falls X\ € p(T'), so heifit
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Ry(T) := (\[d-TY*
Resolvente von T an der Stelle A\. \ € C ist im Spektrum SpecT, falls A ¢ p(T).

Proposition 2.20 Spec L, C RY.
BEWEIS Es gentigt L, auf AP(M) zu betrachten (Prop. 1.17). Sei oo € AP(M)

<a,Lioa>P= <a,(d>d +dd)a>P
= <dyo,dia >P+ <da,da>P >0

Fir A\, € Rund o € D(L,) mit ||| = 1 und Ly, = A gilt also

0< <apLioy >P= <aphay >P = o= A - O

Proposition 2.21 (L, + I d)'l st beschrinkt.

BEWEIS Aus Proposition 2.20 folgt —1¢ SpecL,, also ist —1¢€ p(L,), d.h.
(—Id—L,)= — (L, + Id) besitzt eine beschrinkte Inverse — (L, + Id)", damit ist
auch (L, + Id)'l beschrinkt. O

Proposition 2.22 (L + Id)" — (L + Id)' = (L+ Id)' (L,— L) (L, + Id)™".
BEWEIS (L+1dy" — (L +Id)" = (L+1d)" (Id — (L +Id)(L,+Id)")
= (L+1dy* (Id (L +1d)—(L+1d) ) (L, +Id)"
=(L+Idy' (L,— L) (L, + Id)! O

Theorem 2.23 (L, + Id)'l ist ein beschrankter Operator.
BEWEIS Nach Proposition 2.22 gilt
(L4 1d)y' —(Ly+Id)y' = (L+Idy" _ B (L +Id)*

beschrankt beschrankt

kompakt kompakt
rop. 2.15 Prop. 2.21

Thm. 1.24 Thm. 1.24
Die rechte Seite ist ein kompakter Operator, da die Komposition eines kompakten
Operators mit einem beschriankten Operator wieder ein kompakter Operator ist
[RSI, Thm. VI.12 ¢)]. D.h. die Menge der kompakten Operatoren Com (36) ist ein
Ideal in £(36).
Nun ist Com (36) als abgeschlossener linearer Teilraum des Banachraumes £(36) [RSI,
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Thm.VI.12] selbst ein Banachraum. Also ist
(L, +Idy' = (L+1Idy*—(L+Idy'B(L,+ Id)*!

als Summe zweier kompakter Operatoren selbst ein kompakter Operator. g

Theorem 2.24 (elliptische Regularitit)

(] DUCEk) = (M)

BEWEIS " O>7” Fir a € AP(M) ist L= (d d,+dd)a € AP(M), d.h. L, bildet
glatte Formen in glatte Formen ab, d.h.

AP(M) C D((Ly*) ,VkeN.
7 C 7 Es gentigt zu zeigen (Thm. 1.23)

D, := ﬂ D((Ly)*) C ﬂ D(L¥)=:D
k=1 k=1
Sei also o€ D,, d.h. VkeN gilt o€ D((L,)*)=D(L+ B)*)=D(L*+...). D.h.
a € D(L¥) Yk € N. Beachte D(L,) = D(L) nach Lemma 2.18. O

Theorem 2.25 (Hodge-Zerlegqung)
i) AP(M)=Ap (M)®A] (M)DAT (M)

t

ii) AP(M) = A%t(M) & A ( JEA t*(]\4)
iii) Ker(dy,: AP(M)—APYH (M) = AR (M) & Agt(M)

t

iv) A%t(M) =A %t(M) ist endlich-dimensional.

Der Beweis geht analog zum Beweis des Hodge-Theorems 1.26, wir miissen lediglich
Theorem 1.24 iiber die Kompaktheit von (L + Id)" durch Theorem 2.23, sowie die
elliptische Regularitdt (Thm. 1.23) durch Theorem 2.24 ersetzen.

Proposition 2.26
i) Kerd, =e~ " Kerd
ii)Rand, = ¢ =" Rand

BEWEIS i) ” D7 Sei a € Kerd, dann ist

=6
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de Ya)=e"Ydele o =c"Yda=e"1.0=0
"C” Sei BE€Kerd, dh. 0=dp=c Yde’3. Also ist ep e Kerd, also
pee . Kerd.
i) 7 D7 Sei o € Rand, d.h. es existiert ein § mit df = o, dann ist
de ¥p)=c " HYdefe I3 =e~1dB = e~

"C” Sei B€ Rand,, d.h. es existiert ein o mit f=da=c"Yde/a. Es ist
det/o € Rand und damit 8 € e~ Rand. O

Theorem 2.27 b, = dim Ker L, , p€{0,...,n} .

BEWEIS Ker L =R (M) , Def. 2.1 vii)

AR
A%t(M) , Thm. 2.25 vi)

_ Ker(d: AP(M)— AP*Y(M))
" Ran(d;: A"Y(M)—AP(M))

, Thm. 2.25 iii)

e Y. Ker(d: AP(M)— APTL(M))

- e~ Ran(d: AP"Y(M)— AP(M)) » Prop. 2.26
_ Ker(d: A°(M)— AP*Y(M))

" Ran(d: A" M)— AP(M))

=: HRr(M;R) , (1.2.5).
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2.3 Der quasiklassische Limes

Wir interessieren uns fiir das asymptotische Verhalten des Spektrums von
Schrédingeroperatoren auf L*(R"). Wir betrachten selbstadjungierte Operatoren der

Form

(3.1) H#t)= — A +#2h+tg |

definiert als Abschluf des entsprechenden Differentialoperators auf Cg (R")
( A= Z:_ laz/a(xi)z). Es seien h,g € CT(R"), ¢ sei beschrankt, h>0 und
h > const > 0 auflerhalb eines Kompaktums. Weiterhin soll & bei nur endlich vielen

Punkten {y(r)}i\; , verschwinden und die Hesse-Matrix von

(n_ 9%
(3.2) Hij =5 55w

soll fiir jedes r positiv definit sein.

Wir wollen nun die Eigenwerte von H(t) fiir grofie ¢ abschétzen. In diesem Fall
ist der Term #?h im Potential Vi(t) = t2-h 4+ t-¢ dominierend. In der Nihe einer
Nullstelle Y(ry vOL h &hnelt das Potential V() dem eines harmonischen Oszillators,
die Eigenfunktionen zu kleinen Eigenwerten von H(t) (insbesondere dem Eigenwert
0) sind auflerdem bei den Nullstellen von & lokalisiert, da sonst die
Eigenwertgleichung mnicht erfiillt sein kann (der Term #*h(x) ist sehr grof fiir
v ¢ Udy(,y)- Wir erwarten daher, daff das Spektrum von H(t) fiir grofies ¢ aussieht

wie das Spektrum der direkten Summe von Operatoren der Form
(33) H(t)= — & + 2 LHG v~y ) (r—y,) +ta(y,) . re{l. N},

Wir haben hierbei die Taylorentwicklung 2. Ordnung fiir h eingesetzt (der Ursprung

des Koordinatensystems sei bei Yir) gew&hlt):

(3.4) h(z) = By, + W (ye) (@ =y +5@— y(r))th”(y(r))(x — Yy +
=0 =0 3
+0(z =yl

Seien nun T(b) mit beR" und D(t) mit ¢t>0 der Translations- bzw.

Dilatationsoperator auf L*(R"). Sie sind definiert durch
(T@)f)(@) == f(z=0b) ,
(3.5) o2
(D) f)() = "7 f(ta)

R
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Proposition 3.1 T'(b) und D(t) sind unitire Operatoren auf L*(R™).

BEWEIS
o <TMB)f,T()g> = n(T(b)f)(ﬂc) (T(b)g)(x) dx
= fle=0b)-glx—=0b)dx , y:=2—-b = dy=dx
=| fw-gly)dy= <fg>
o < DWf,D(t)g> = | 2f(te) tg(te) dz , yi=te = || =t
=| fw-ely)dy=<fg> . O
Mit
(3.6) K" .= _ A + % Hgg)xixj+g(y(r)) ,

wobei das Koordinatensystem seinen Ursprung bei Yr) habe, gilt

Proposition 3.2 H(T)(t) ist unitir dquivalent zu tK(T), d.h.
D('?) T(#'%y ) tK T(—#%y,,) D~ '%) = H"(#)

BEWEIS (D(t/?) f) (x) = t™* f(+'/%)
(T(—#"2y) DE?) f) () =1 f( P+ y,)

(KO T(— 1y, ) DE?) £ (@) =
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(DY) T2y ) 1K T(— 1120 D) f) () =
=/ A (A f)w) +
FLH (1120 — #1212 — 12y )7 F@) 4 gy, F@)
= (A f)@) + 2 LHG @y, ) (@ =y, f@) + g, f@)

= (H" ) (@) O

Also sind insbesondere die Spektren von H(T)(t) und K" gleich: Sei 3 ein
Hilbertraum und seien U, T, S € £(36) mit T = U'SU und U* = U™, dann gilt

(3.7) SpecT = SpecS
Denn sei t € SpecS, d.h. 3 € € J6 mit S¢ = #¢, dann ist
T(U¢) = UNSUU-'¢ = ULS¢ = Ut = ¢(U'¢)
d.h. t € SpeeT. Die Relation SpecT C SpecS wird analog gezeigt.
(r) (1)

Die Eigenwerte von K"’ sind leicht zu berechnen, da K"’ bis auf die Kontante
9(y(,y) ein harmonischer Oszillator ist. Seien {(wﬁ»’“))z}j_l die Eigenwerte der positiv
definiten symmetrischen Matrix 1H( D die wﬁ»’“) selen positiv gewahlt. Die Eigenwerte

i3 0
()

von K"/ ergeben sich nun durch Summation der Eigenwerte w(r)(Qni—l— 1), n; €Ny,

der eindimensionalen harmonischen Oszillatoren ———I—( Wl )) , welche noch um

die Konstante g(y( )) zu verschieben sind. Es ergibt sich

(3.8) =1 ( Zw (20;41) )+ 9(y) | s om €N
Die Eigenwerte des Operators

(3.9) S S WA

ergeben sich zu

(3.10) o( &

Theorem 3.3 [CFKS, Thm. 11.1] Seien H(t) und @N I’(T) wie zuvor. E (1)
bezeichne den m-ten Eigenwert von H(t), e,, den m-ten Eigenwert von @ I&(T)

geweils gezdhlt unter Beriicksichtigung threr Vzelfachhezt. Fiir festes m und groﬂe t
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gilt: H(t) besitzt mindestens m Eigenwerte und es ist
. F_(t
lim mt) _

t—oo t m

Aufgrund dieses Theorems ist unsere Vermutung bestétigt, dafl das Spektrum

von H(t) fiir grofe ¢ aussieht wie das Spektrum der direkten Summe der Operatoren

H(®).

Bemerkung 3.4 Voriges Theorem findet sich auch in [Si] und wurde zuvor in [CDS]
fiir den eindimensionalen Fall bewiesen. Wie in [CFKS, Abschn. 11.5] bemerkt, gilt
es auch im Fall des deformierten Laplace-Beltrami-Operators L, auf D(L,) C A p(M).
Hierbei geht insbesondere die Kompaktheit von M ein. Ein Beweis fiir diesen

allgemeinen Fall findet sich in [Ch, App. Se. 3].

[
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2.4 Beweis der schwachen Morse-Ungleichungen
Wir wollen nun die schwachen Morse-Ungleichungen
(4.1) by<ec, , p=0,...n

beweisen. Hierzu konstruieren wir zunéchst eine spezielle Riemannsche Metrik auf

M, beziiglich der unser Operator
(4.2) L,=L+t ||df||2 +tA , (Lemma 2.9) ,

lokal bei den kritischen Punkten von f eine einfache Gestalt annimmt. Da wir uns
fiir den tiefliegenden Teil des Spektrums von L, interessieren, geniigt es L, lokal bei
den kritischen Punkten von f zu betrachten (die Eigenfunktionen zu kleinen

Eigenwerten sind fiir grofies £ nur dort lokalisiert). Um nun die Bettizahlen
(4.3) b, =dim Ker L, | o P 0,...,n , (Theorem 2.27) ,

nach oben abzuschitzen, verwenden wir das Theorem 3.3 iiber den quasiklassischen

Limes von L,.

Nun also zur Konstruktion der speziellen Riemannschen Metrik auf M. Seien
{y(r)}i\; , die kritischen Punkte der Morse-Funktion f. Aufgrund des Morse-Lemmas
1.2.1 existieren in der Umgebung eines kritischen Punktes y(,, mit Indf(y(r)) =k

Koordinaten ',... 2", so daf gilt
k . n .
(4.4) f(a',...a") = const — Z(:L‘Z)z + > (:1;2)2
1=1 1=k4+1
Indem wir nun dz',..., dx" als orthonormal deklarieren, erhalten wir die euklidische

Metrik ¢/ = 69 lokal um Y(r)- Da die kritischen Punkte isoliert sind, kénnen wir,
mittels einer Zerlegung der Eins, obige lokalen Metriken bei den kritischen Punkten,
sowie beliebige Riemannsche Metriken auf den restlichen Bereichen von M zu einer

Riemannschen Metrik auf ganz M zusammensetzen.

Proposition 4.1 Sei (o = (2',...,2"),U) eine Karte von M und sei ¢ =61 die
euklidische Metrik auf U, dann gilt fir o = v-da’ ' A.. . Ad2® € AP(U) mit suppv CU

~ n 2 . j
La=—Aa:= — 0w _ 1A AdLP
“ @i= =2 G !

BEWEIS Im Beweis von Lemma 2.9 hatten wir gezeigt

n

(4.5) d=">"(a'y 9 , vel. (2.13) .

1=1

[
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Die Fermionenerzeuger bzw. -vernichter (a')* bzw. @' wurden in Definition 2.3 bzw.

Lemma 2.4 eingefiihrt, der Operator 0; in (2.12). Es ist

(4.6) d* :( zn: (a')* O, )

=3 (@) d (AB)* = BA"
i=1
= zn: — 9, d , 07 = — 0, (part. Integ.)
i=1
= - Ydo, [0y, i) = 0 fix g = 60
=

siehe (2.19) .
Nun i1st

(4.7) L =d*d+dd"

= - Zn: a (') 9, 0; — Xn: (a’y* a' 3; 0; 05, (@] =0 & (2.19)

:—zn:aiz I:l

1=1

Lemma 4.2 Der Operator L, eingeschrinkt auf AP(M) hat beziiglich obiger spezieller
Metrik lokal bei einem kritischen Punkt Y(ry VOL f mit Indf(y(r)) = k die Gestalt

L= — A + 422 — 2¢ zk: [(a")",a'] + 2t zn: [(a),a'] . 2= ().

=1 1=k4+1 =1
BEWEIS Nach Lemma 2.9 gilt L, =L+ -||[df[F+t-A. Mit ¢¥ =61 ergibt sich
(unter Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention und fi(x):=0,f(x))

(4.8) de(:z;) H2 = < fiy(x)da! i ydad > = = fi(@) fi(z) < da',do >

= fi() fi(x) ¢'(x) = fi(x) fix) &Y = Zf

1=1

(2



Kap. 2 Der Wittensche Beweis der Morse-Ungleichungen 2.4 Beweis der schwachen Morse-Ungln.

(4.9) A(z) = fy(2) [(d)", ]
= fulx) [(d)",a] ,(4.4) = fi(x)=0firi £ j

= =2 [a),a] + 2% [(a),a]

Sei a = u-dal A... A dz® € AP(U), dann ist

L(a) = (d*d + dd*) (u-d2' A... A d)

= —(kz_:l % ) da't /\.../\al:Jcjp , Prop.4.1

In Paragraph 2.3 hatten wir den selbstadjungierten Operator

(4.10) Ht)= — A +£2h+1tg
betrachtet. In unserem Fall sind nun
2
hz)=|df(x)| =4 2° , (4.8)
(4.11)
g(z) = A(x) , s. Lemma 2.9
= —2> [(a),a'] + 2> [(a"),a] , (4.9) .
1=1 1=k4+1
h ertiillt insbesondere die in Paragraph 2.3 geforderten Eigenschaften. Es ist
-(r) _ X 1og(r) i (r)._ _9%h
(4.12) KW= —A 4+ 3Hj 2w + gy, Hif =

= — A + 422 4+ AV
Wir wollen nun das Spektrum von K ()

(r)

berechnen. Hieraus ergibt sich dann das

Spektrum von &, K", welches die asymptotischen Eigenwerte von L, darstellt.

Der Operator — A +42? wirkt auf alle p-Formen w-da’t AL Ada"? gleich,
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unabhéingig vom Basiselement (d:z:jl/\.../\d:lijp)EAp(U). Er ist also ein skalarer
Operator. Angewendet auf die Koeffizientenfunktion u € C™(U) stellt er einen n-
dimensionalen harmonischen Oszillator mit den Eigenwerten

(4.13) {32004 1) [ngycm, €N b

t=1
n

dar. Fir jeden dieser Eigenwerte gibt es also (j) unabhingige Eigenfunktionen

(Eigenformen)
(4.14) Go(da’t A Ada?) 1< ji<..<j<n |

wobei 1) € C™(U) die Eigenfunktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators

(r)

1st. Als néchstes ist nun die Wirkung von A"’ auf eine p-Form zu berechnen.

Proposition 4.3
o : , w-de’ AL A da'P S LEA T Jp) s
('Y a'] (u-da’P AL Ad2'P) = {

—u-da’ AL Ad2™P , sonst .

BEWEIS 1. Fall i € {j,...,j,} (""" bedeutet das Weglassen des so gekennzeichneten

Terms)
a' (a'y* A" A Ad2P = at diinda' AL A dP =d 0 =0
S : " L A ,
(a* da dz’ AL A d2'P = (aP) S (= D dat AL AdaTR AL A da'P
k=1
.o . 1 /\4 :
= (= 1) i dat adat AL nda? AL A d2’P
=(—-1) AV AL A daP , (k — 1)-faches Vertauschen ,
d.h. [(¢%)%,dl] = 1.
2 Fall i ¢ (jy.....J,) )

o , , P . ) , ,
(a* da dz’ AL A d2'P = (aP) S (= D dat AL AdaTR AL A da'P

k=1
p N : A :
=Y (=1 8% dat AL Ada’s AL AdaP =0
k=1 2/6/
a' (a'y* A"t A Ad2'P = at dai Ada'U AL A d2P
= (— 1) gl Azt A A daP
p+1 .. ) . N .

+ Z(— 1)k+1 guk'l de' NdZ TN ANdZT AL AP

k=2
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=da’ AL Ad2'P

A
p L , , :
+ 3 (=) § ddt adat AL Ada AL A d2P
l; 0
=dz’ A AdZP
damit ist [(a")",dl] = — 1. O

Sei nun k:z]ndf(y(r)) und
I::{jlv"'vjp} ” J:{lvvn} \I )
(4.15) K:={1,...k} , L:={k+1,...n} ,
Nise o i) i= 2T 1K) = #(I N K) = #(] N L+ #(I N L)
Proposition 4.4 3 AWM (- A’V AL A d:z;jp) = )\(,«)(jh---JP) (- A’V AL A d:z;jp)

BEWEIS
LAW (- da?t AL A da™P)

= — zk: [(ai)*,ai](dajjl/\.../\d:z;jp) + ¢ zn: [(ai)*,ai](dajjl/\.../\d:z;jp)

[( — ) (#INK)—#T NE)+(#I 0L~ #(T N L))} (da’V AL A daP)

(#TNE) = #(ITNK) =T N L)+ 4 NL) ) - da’ . nada™

= Apy(Jrsee s dp) - (- da" AL A daP) O
Damit gilt
Lemma 4.5 o I& Z n+1)+2- A )(jl,...,jp) | nyyeenny €Nt .
Wir interessieren uns fir den Eigenwert 0 von K(T), insbesondere fiir dessen

Vielfachheit. Zunéchst tiberlegen wir uns, dafl gilt

Proposition 4.6 1) A,)(j1;--Jp) = — 10,

ii) )\(T)(jl,...,jp) =—-n & Indf(y(r)) =pund I:={j,...j,} =K .
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BEWEIS i) A (j1r- 0 p) = —#INK)—#(INL) > —k—(n—k)= —n .
ii) "<’ Sei k = p und I:={j;,....j,} = K, also ist J = L und damit

=7 Sei )\(T)(jl,...,jp) = —n,dh. JNK =0 und INL =10, zu zeigen ist zunichst
I=K

INK=(INK)U(JNK) L JNK =1
=(IUJ)NK
=(KUL)NK ,IJUJ=KUL={1,...,n}
=KU(LNK)
=K
= KcClI.
JNL=(INnL)u(JNnL) ,INL=1
—(IuJ)nL
=(KUL)NL ,IJUJ=KUL={1,...,n}
=(KNL)UL
=L
= LcJ = J°CL’ = ICK ,daJ°=1L°=K.

Also ist gezeigt {j;,.... .} =:1 = K:={1,...,k}, also gilt p = k:z]ndf(y(r)). O

Mit der Zusatzannahme ny,....n, =0 erhalten wir im Fall von Proposition 4.6 ii)
den Eigenwert
(4.16) Y2+ 2(—n)=2n—-2n=0

i=1
In jedem anderen Fall ergibt sich ein Eigenwert grofier Null. Also gelten

Lemma 4.7 1,p= Indf(y(r))
i) dim Ker K| , = =
AT(M) 0 , sonst
ii) dim Ker @ K7[ o0 = ¢,

(7
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Nun wenden wir das Theorem 3.3 {iber den quasiklassischen Limes von L, an.
Dieses gilt nach [Ch, App. Se. 3] auch fiir unseren Fall des Operators L, definiert auf
D(L,) C A p(M), dem Abschlufl der p-Formen auf der geschlossenen Mannigfaltigkeit

M beziiglich des L*-inneren Produkts aus Lemma 1.6.

Seien also eP die Eigenwerte von ¢ TK(T) | APy und E%(t) jene von L, | D(L,) cAP(Mm),
jeweils gez&hlt unter Berticksichtigung ihrer Vielfachheit und geordnet nach

aufsteigendem Wert. Dann ist

p
(4.17) lim Eult) _ eP

t—oo 1 B n
Hieraus folgt, daf fiir groBe # nicht mehr E}(#) gleich Null sein kénnen, als ¢ gleich
Null sind, damit gilt

Theorem 4.8 (schwache Morse-Ungleichungen) ¢, > b, , p=0,...,n .

BEWEIS b, =dim Ker L, | AP(A) , Theorem 2.27
= #{E"(t) =0} , Def. von E(t)
< #{et =0} , aus (4.17)
= dim Ker(¢ K7 an) , Def. von !
=c, , Lemma 4.7 ii)

O

Es ist €+ 1 der erste Eigenwert von @TK(T)MP(M) ungleich Null. Fiir grofles ¢
wichst daher FEL(t) wie t fiir n> c,+1. Von den restlichen Eigenwerten
{E?(t),...,EEp(t)} wissen wir, daf} die ersten b, Null sind. Wir nennen

(4.18) {Bpy (). P (1))

die tiefliegenden Eigenwerte.
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2.5 Supersymmetrie

Definition 5.1 [CFKS, Abschn. 6.3] Sei 3 ein Hilbertraum und H,(Q) seien
selbstadjungierte Operatoren auf 3. P sei ein selbstadjungierter beschrinkter

Operator auf 36. Wir sagen das System (H,Q, P) besitze Supersymmetrie, falls gilt

i) H=Q'>0 |,
i) P'=1d
iwi) {Q,P}:= QP+ PQ=0

(In Paragraph 1.3 hatten wir P mit (—1)NF bezeichnet.) Aus P?=Id und der
Selbstadjungiertheit von P folgt

(5.1) SpecP ={+1, -1}
Die zugehorigen Eigenrdume bezeichnen wir mit
Wop={ped|Po= -} ,

o, :={p €| Pp=yp} ,

(5.2)

wir erhalten die Zerlegung

—1d; 0
(5.3) B=H,5%, , P= !
0 Id,

Die Elemente von 36, nennen wir fermionische Zusténde, jene von Jb, bosonische
Zustande. Wir bezeichnen im folgenden Id; und Idy der Einfachheit halber mit 1.
Aus

- P_PP_AB—lo ~10 ||AB| |-240
_{Q’}_Q+Q_CD o1 lo1llen|™| o 2
folgt A=0und D =0, d.h.

0 B 0 C»
(5.4) [ ] und Q*[B* 0] \

die Selbstadjungiertheit von Q liefert dann C = B”, d.h.

(5:5) Q[; f]

Es gelten offenbar

(0]
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B:j{)b—>j'gf 5
B : %, — %,
(5.6) Q: %, — %, .
Q:j‘Bf—>j'Bb 5

d.h. @ macht aus fermionischen Zustinden bosonische und umgekehrt. Aus i) und
(5.5) erhalten wir

(5.7) H=q [

BB® 0
0 B'B| ’

wir sehen, daf} 36, und 36, invariant unter H sind, sowie daf gilt

(5.8) [P,H]=0

Die (zunédchst formal definierte) Grofie

(5.9) Ind,, (H):= dim Ker(H | }Eb) —dim Ker(H | fH%f)

sup

heifit supersymmetrischer Index von H.

Das néichste Theorem besagt, dafl zu nichtverschwindenden Eigenwerten von H

dieselbe Anzahl von bosonischen und fermionischen Eigenfunktionen existiert.

Theorem 5.2 [CFKS, Thm. 6.3] Das System (H,P,Q) besitze Supersymmetrie, dann
gilt fiir jede beschrinkte offene Menge Q0 C (0,00)

dim (Eo(H)¥,) = dim (Eo(H)¥;)
wobei Eg(H) den Spektralprojektor von H auf Q bezeichnet.

BEWEIS Mit P* seien die Spektralprojektoren von P auf 36, bzw. 36 bezeichnet,
d.h.

0 0 1 0

(5.10)P+: und P~ = , P=pPt—pP~ Id=P"+P".
0 1 0 0

Weiter seien

(5.11) EF(H):= Eo(H)P*

Die Vertauschbarkeit von P und H (5.8) ist per definitionem [RSI, Se. VIIL.5]
aquivalent zur Vertauschbarkeit aller Spektralprojektoren von P und H,

insbhesondere gilt also
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(5.12) [Eq(H),P*t]=0 und [EG(H),P~]=0
Hieraus folgt durch Addition
[Eq(H), P]=0

Da QC(0,00) als beschrankt vorausgesetzt wurde, ist H:= H|Eq(H)¥% ein
beschréankter Operator und, wegen Q? = H, ist auch Q Q | Eq(H)% beschrankt. Aus
Q —H ergibt sich

(5.13) [Q,H]=0

Nun liefert [RSI, Thm. VIL.2 g) spectral theorem - functional calculus form]| die
Existenz eines *-Homomorphismus ¢: BR)— L(EG(H)I), f|—>q;$(f), wobei B(R) die
beschrankten Borelfunktionen auf R und £L(Eo(H)3¥) die beschrankten linearen
Operatoren auf Eq(H)¥ bezeichnet. Weiter gilt q;ﬁ(f) — H und

(5.14) Q. H]=0 = [Q,6(f)]=
Sei f(x) = xq(), dann ist ¢(f) = d(xq) = Eq(H), also
(5.15) (@ Eo(H)]=0
das heifit

(5.16) Q- EoE]| (1156 =0

Weiterhin bendtigen wir die Resultate
0 B[] 0 0 0 B~ 1 0 0 B*
QP+ = = = = P - Q ,
B 0 0 1 0 0 0 0 B 0
0 B || 1 0 0 0 0 0 0 B~
QP_ = = = = P+Q
B 0 0 0 B 0 0 1 B 0

Nun gilt auf Eq(H )36

(5.17)

(5.18) QEE(H)=QEyH)P* , (5.11)
=QP*Eq(H) , (5.12)
= PFQEy(H) , (5.17)
= PT Eo(H)Q , (5.16)
= Eo(H)PTQ , (5.12)
= EJ(H)Q ,(5.11) .

Wegen 0 ¢ 2 ist @ invertierbar auf Eo(H )3 und aus (5.18) ergibt sich auf Eq(H )b

71



Kap. 2 Der Wittensche Beweis der Morse-Ungleichungen 2.5 Supersymmetrie

(5.19) E§(H)=Q'EJ(H)Q |

woraus folgt

(5.20) dim Ran EE (H) = dim Ran EJ (H)
Nun ist
(5.21) dim Ran E§(H) = dim (Eq(H)Pt3) = dim (Eq(H)%,)

und analog

(5.22) dim Ran Eg (H)= dim (Eq(H)J)
Also gilt
(5.23) dim (Eq(H)¥y) = dim (Eq(H)¥y) . O

Beispiel 5.3 Sei M" wie zuvor eine glatte geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit

der Dimension n, weiter seien

(5.24) 36 = E%OK P(M) , siehe Paragraph 2.1,
p =

(5.25) L:=dd+dd : D(L)C AP(M) — AP(M) , siche Def. 1.19 .
Nach Thm. 1.20 ist L selbstadjungiert

= (d*d +dd*)
= (d*d + dd*) 2
=dd +dd 3
=(d +d*)? , Prop. 1.18
(5.26) = Q*: D(L)CAP(M) — %
Es 1st

(5.27) Q=d +d , per def. (5.26)
=0+ (d ) , [RST, Thm. VIIL.1 b), )]
=(d"+d) , * linearer Operator
= Q"
2N abschlieBbar = (A)*= A* [RSI, Thm. VIILI c)]

3d abschlieBbar = d =d** [RSI, Thm. VIIL1 b)]
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Nach Theorem 1.20 ist L = L* und nach Proposition 1.21 ist L > 0, damit ist also i)
in Definition 5.1 erfiillt. Mit

(5.28) P:=(—1P-Id: A?(M) — AP(M)
gilt
(5.29) Pl=(—1)*.-Id=1d: A*(M) — AP(M)

also Spec P = {+ 1}, d.h. P ist beschrankt und somit ist ii) in Definition 5.1 erfiillt.
Die Aussage iii) sehen wir wie folgt ein: Sei oBdA ¢ € AP(M) (siehe Prop. 1.17),
dann gilt

(5.30) {Q. P}y =QPy+PQ¢ )

= (—=1)"Qv + P(Q) , (5.28)
= (= 1)°Q¢ + P(d™y + dv) b€ AP(M)
= (= 1)"Qp+ P(sb, + ¢,) b i=dp € (M)

, Py r=dip € APHH(M)

(=1 Qv+ (—1)" "'y, +(—1)" ",
(—1)"Qe+(—1)"" (v, +v,) (=1 = (-
(—1)'Qu+(-1)""'Quv=0 , QED .

Es wurde also gezeigt

Proposition 5.4 Das System (L, P,Q) besitzt Supersymmetrie.

Beispiel 5.5 Seien M", 3 und P wie in Beispiel 5.1, weiter sei

(5.31) L,:=dd, +d,d,: D(L)C AP(M) — AP(M)

Wie zuvor ergeben sich

(5.32)  L,=Q >0 mitQ,=d,+d =d,+d,”: D(L)CAP(M)— %

(5.33) P’=Id und {Q,P}=0 |,

L, und @), sind selbstadjungiert, P ist selbstadjungiert und beschréankt. Damit gilt
die

Proposition 5.6 Das System (L,, P,Q,) besitzt Supersymmetrie.
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Wir benutzen nun dieselbe Notation wie in Paragraph 2.4. Sei ¢, #b, fiir
mindestens ein p aus {0,...,n}; sonst wiren die starken Morse-Ungleichungen

trivialerweise erfiillt. Sei
(534) Ee { EEP_H(t),- : 7E§p(t) } )
d.h. E ist ein tiefliegender Eigenwert von L, ( und insbesondere E # 0). Sei Q C R*

ein Intervall um E, das keine weiteren Eigenwerte von L, enthalte. (Es sei daran
erinnert, da} SpecL, C[0,00) diskret ist. Fiir L sehen wir dies anhand der
Darstellung von L mittels Spektralprojektoren (1.55), fiir L, gilt eine analoge
Formel). Theorem 5.2 besagt

(5:35)  dim ( Eo(Ly) @ Kv(M)) = dim ( Eg(L,) @ AP(0M))

Es 1st

(536) dim ( EQ(Lt) o K P(M) ) — dim ( Figenraum von Lt zum Eigenwert F|

p ung eingeschrankt auf die ungeraden Anteile )

:p;g dim Ker ((L,— E-1d)| D(Lt)cKP(M))

und analog fiir p gerade.

Gleichung (5.35) liefert also fiir jeden tiefliegenden Eigenwert E

(5.37)
p;gdimKer((Lt —E-1d)| (L) cKP(M)) :ng;rdimKer((Lt —E-1d)| (L) cKP(M))‘

In Worten heifit das: Die tiefliegenden Eigenwerte von L, treten in Paaren (p gerade,
p ungerade) auf, d.h. zu jedem tiefliegenden Eigenwert F}(t) mit p gerade gehért ein

Eill(t) mit p/ ungerade und es ist

(5.38) EQ(t) = E¥(t)

Die tiefliegenden Eigenwerte von L, sind also in (Super-) Multipletts gleichen
Betrags angeordnet, wobei die einzelnen Multipletts eine gerade Anzahl von

tiefliegenden Eigenwerten enthalten.
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2.6 Beweis der starken Morse-Ungleichungen

Die Anzahl der geraden tiefliegenden Eigenwerte (in (4.18) definiert) ist gegeben
durch

(6.1) Z(cp_bp) ,

P ger
die der ungeraden durch

(6.2) > (e, —by)

p ung

Aufgrund der Paarungen (p gerade, p ungerade) der tiefliegenden Eigenwerte (siehe
(5.38)) gilt

(63) S (b)) = 3 (6 by)
b ger pumg
Hieraus folgern wir

n

64) S (=1, =3 (=1 ¢, — Y (ep-by) + 3 (c,~b,) , (6.3)

p=0 p=0 p ger pung

% — CP_ZC Zb —I—Zc pr

g p ger pung pung

k]
o)
<]
54
k]
o

Dies beweist das Theorem 1.2.2 ii).

Sei EfCKP(M ) der (e¢,—b,)-dimensionale Eigenraum der tiefliegenden Eigen-
werte {E§p+1(t),...,E§p(t)}. Wie in (5.32) sei Q,:=d,+d,” mit D(Q,)= D(L)C
@ AP(M).

Proposition 6.1 Q,> = L, = Q, erhilt die Eigenriume von L, .
BEWEIS Sei ¢ Eigenvektor von L, zum FEigenwert A, d.h. L. = A¢, dann ist zu

zeigen: Q. ist Eigenvektor von L, zum selben Eigenwert A

Lt(Qtf)(QtQt)Qtf = QL = Qt()‘f) = )‘(Qtf) . N

Da die Eigenwerte Eb(t) von L, mit v > ¢, nach (4.17) stérker in t anwachsen als die

tiefliegenden Eigenwerte, gilt
Eb(t)> ENt) ,Vy,pmitv>c, b, Sp<c,,t>1

rd=S
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Damit gilt

(6.5) Q. : = —-= gt

Proposition 6.2 Ker Q. = Ker L, .
BEWEIS " C 7 Sei ¢ € Ker(),, dann st L,{ = Q0.6 =0.
"D Sei £ € Ker L, dann gilt (0BdA nehmen wir an ¢ € D(L,) N AP(M))
0= <E{ELE>P= <QQE>P= <QEQE>P = <QLAQLE>T

woraus mit der Selbstadjungiertheit von @), sowie der Nichtdegeneriertheit des

inneren Produkts folgt £ € Ker(), . O

Es folgt aus dim Ker(L, | AP(M)) =b, (Thm. 2.27), daB gilt Ker(L, | EE’) = {0}, also

folgt mit Proposition 6.2: Q, ist auf @ _,=; injektiv. Folgende Abbildungen sind

p=0
also ebenfalls injektiv
2j -1 2j
—I — .
b = = D = eN
Qt ll =1 t ll: 0 t 9 J 9
ung ger
(6.6)
2j 27 +1
—I — .
D= —- 9 = eN
Qt 1=0 t 1= t 9 J 9
[ ger [ ung

hieraus folgern wir, dafl die Dimensionen der beiden Radume auf der rechten Seite
nicht kleiner sind, als jene des entsprechenden Raumes der linken Seite. Es ergeben
sich also

(C1—bl)‘|’---‘|’(02j—1—sz—1) < (Co—bo)+---‘|’(02j—sz) )

(6.7)
(Co—bo)+---‘|’(02j—sz) < (Cl—bl)‘|’---‘|’(02j+1—sz+1)

Anders geschrieben

(63) bo—by+by—...=by;_y+by; <oy teyy
—bot by —byt...=by by < —coteg—— eyt
Diese Gleichungen sind dquivalent zu
(6.9) S (=1 < S (=), 0<m<n
k=0 k=0

was zZu zelgen war.

Bemerkung 6.3 Der supersymmetrische Index von L, (5.9) ergibt sich hier zu
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(6.10) Ind,, (L) = dim Ker(L,| - KP(M)) — dim Ker(L,| - KP(M))
b ger pung
= Z( - 1)kbk
k=0
= x(M)

x(M) ist die Eulercharakteristik der Mannigfaltigkeit M. Sie hingt von der
Topologie von M ab. Wir sehen also, dafl Ind

inshesondere nicht von der zur Konstruktion von L, verwendeten Morse-Funktion f,

L,) gar nicht von L, abhingt,

sup(

sondern lediglich von der Topologie von M. (Weiter 1dBt sich zeigen, daf Ind,, (L)
gleich dem Index von d bzw. d, ist, siehe (1.3.13)).
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Kapitel 3
Der Morse-Witten Komplex

Sei (M™, g) eine n-dimensionale, glatte, kompakte, orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit und f € C*(M,R) eine Morse-Funktion. Die Losungen des Anfangs-

wertproblems der gewShnlichen Differentialgleichung

(0.1) )= =Vi®) , vt =p ,

definieren durch ¢;p:=+(t) eine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen

¢, M — M, genannt der negative Gradientenfluf.

Definition und Satz 0.1

i) Critf:={zxeM|df(x)=0}
Crity f == {z e Crit f|Indy(zx) =k}
¢ = #Crit f

ii) Sei x € Crit f, dann heifit W‘s‘(w)::{p EM|lim,_ . o0.p =2} stabile bzw. instabile
Mannigfaltigkeit von x (im Fall eines Gradientenflusses st Wu(s)(:p) eine
Untermannigfaltigkeit von M der Dimension Ind (x) bzw. n— Indy(x) [We, Lemma
1.3.9]).

iii) Seien V& WP Untermannigfaltigkeiten von M™. Wir sagen V und W schneiden sich
transversal, falls Vp e VNW qilt TV +T W =T M. In diesem Fall ist VW eine
Untermannigfaltigkeit von M der Dimension a +b—n [H, Ch. 3].

Wir sagen das Tupel (f,q) erfillt die Morse-Smale Bedingung, falls fiir den negativen
Gradientenfluf$ beziglich (f,g) gilt: W*(x) und W?3(y) schneiden sich transversal
Ve, y e Crit f.
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Kap. 3 Der Morse-Witten Komplex

iv) Seien x,y € Crit f und W™x) und W3(y) schneiden sich transversal, dann heifit
Moz, y):=W"x) N W(y) die x mit y verbindende Mannigfaltigkeit. Sie ist nach iii)
eine Untermannigfaltigheit von M der Dimension Ind ;(x) — Ind 4 (y).

v) Sei f(y) <a< f(z) ein regulirer Wert von f (d.h. Vp € f(a) gilt df(p)#0), dann
heifit ./fh(:c,y)::ﬂla(x,y)ﬂf'l(a) Orbitraum wvon x wnd y. Dieser st eine
Untermannigfaltigkeit von M der Dimension dim M(x,y)—1 [We, Gl (2.1.28)]. Im
Fall von dimJAI’la(:I;,y) =0 heiflen die Elemente von JAfla(:I;,y) isolierte Orbits von z
nach y.

Beispiel 0.2 Wir wollen die eben definierten Begriffe fiir M = $? C R® veranschaulichen.
g sei die vom R? auf $? C R® induzierte Metrik, f: 5% —R sei gegeben durch (z,y, 2) 2

Ind (=2

M=§

0 1)

Ind ;(y)=0

x ¥

Figur 0.1

DER MORSE-WITTEN KETTENKOMPLEX

Wir nehmen im folgenden an, da (f,¢) die Morse-Smale Bedingung erfiillt. Die
Gruppen

(0.2) Cuf,9) = & sz <ax> ,ke€{0,...,n}, C(f,g9) :=0VEk e Z\{0,...,n},

z € Critk

heiflen k-te Kettengruppen. Sie sind per definitionem von den Elementen von Crit, f
frei abelsch erzeugt, < x> bezeichnet einen Erzeuger. Beachte: Die Cy(f,¢) sind
endlich erzeugt, denn aus der Kompaktheit von M und der Stetigkeit von f folgt
#Crit f <oo [We, Prop. 1.2.5]. Da wir zunichst nur Koeffizienten in Z, zulassen,
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Kap. 3 Der Morse-Witten Komplex

kénnen wir die Forderung der Orientierbarkeit von M an dieser Stelle streichen.

Seien nun z,y € Crit f mit Ind (x) — Ind (y) =1, also ist dim JAfla(:I;,y) =0 und

wir definieren

(0.3) ny(z,y) 1= #JAYB(:L',y) (mod 2)

Weiter definieren wir einen Gruppenhomomorphismus durch Fortsetzung von

ak: Ck(fvg) - Ck—l(fvg)

(0.4) <z> = Y nylny) <y>
Yy e Critk_lf

ak::() ,VkEZ\{l,,n},

(d.h. 0y zdhlt die & mit y verbindenden Orbits modulo 2). Die Endlichkeit der Summe
hatten wir bereits gezeigt, es bleibt die Endlichkeit von #JAYB(:L',y) in (0.3) zu zeigen,
denn sonst ist ny(x,y) nicht wohldefiniert. Dies geschieht in Paragraph 3.1.

Der Gruppenhomomorphismus 3, heifit Randoperator, falls 0, ; 00, =0 Vk € 7.
Dies zeigen wir in Paragraph 3.1. (Cy(f,9),0x), o7 bildet also einen algebraischen
Kettenkomplex und wir konnen seine zugehorigen Homologiegruppen HM\(f, g, M;Z,)

definieren als Ker 0y /Im 0y, .

In Paragraph 3.2 zeigen wir die Unabhéngigkeit dieser Homologiegruppen von f
und ¢g. Dies geschieht mittels einem kanonischen Kettenhomomorphismus
PP CL(F*, 9*)—C(f°, ¢%), der auf Homologieniveau einen Isomorphismus darstellt,
d.h. HM(f g% M;Z,) ~ HM(f" ¢° M;Z,), Yk € Z. Es geniigt daher die Bezeichnung
HM(M;Z,) fiir die Morse-Homologie von M mit Koeffizienten in 7Z,. Zur Konstruktion
von ¥%* betrachten wir einen speziellen Morse-Witten Komplex (C(F,G,Y), Ak)kez
fiir die Mannigfaltigkeit MxS' (S ~[—1,1]/{ 4 1}). Die Morse-Funktion F, sowie die
Metrik G auf MxS! definieren wir mittels Homotopien zwischen f@ und f? bzw. ¢ und
¢°. Die Einschrinkung von F und G auf Mx0 bzw. Mx1 liefert die urspriinglichen
Morse-Witten Komplexe (Cy(f%, g% c%),0¢), o7 bzw. (Ck(fﬁ,gﬁ,aﬁ),alf)k c7 PP < x>
z&hlt nun die < (z,0) > mit <(y,1)> verbindenden Orbits beziiglich des negativen
Gradientenflusses von F auf MxS' Um die Unabhingigkeit des induzierten
Homomorphismus 2% von der Wahl der zu seiner Konstruktion gewihlten Homotopien
zu zeigen, benutzen wir 2-Parameter Homotopien und betrachten einen Morse-Witten

Komplex auf M xS'xS!. Es folgt das Resultat, daB /?® ein Isomorphismus ist.

In Paragraph 3.3 skizzieren wir einen Beweis der Isomorphie von HM(M;Z,)

und H}"§(M;Z,), der singuliren Homologie von M. Die Idee ist eine zu einer glatten
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Kap. 3 Der Morse-Witten Komplex

Triangulierung von M assoziierte Morse-Funktion zu konstruieren und den simplizialen

Randoperator zu imitieren.

Bemerkung 0.3 Wir kénnen die Kettengruppen auch mit Koeffizienten in 7 definieren
(falls M orientierbar ist): Sei M fest orientiert und x € Crit f, dann bezeichnen wir mit
< x> den Erzeuger x zusammen mit einer beliebig aber fest gew&hlten Orientierung
von EY:=T W"x). (Da W"x) kontrahierbar ist, ist TW™(x) ein triviales Vektorbiindel
und < 2 > induziert daher eine Orientierung von TW%z). < x> induziert auch eine
Orientierung von T . W¥x), denn es ist T M =T W%x)d T W?3x), und damit von
TW*(x)). o bezeichne eine Wahl der Orientierung von E} Vy € Crit f.

Seien z,y € Crit f mit Indy(x) > Indy(y), dann ist M(z,y) in natiirlicher Weise

orientiert, denn wir haben die kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln

. . o

(0.5) i () = (9,6, (py — )
7 (2, 6),(psm) = (P € +1)

(bis auf T'b(z,y) sind alle vorkommenden Vektorbiindel orientiert, also wird nach [Hi,
Ch. 4, Lemma 4.1] eine Orientierung von T Ab(x,y) induziert). Wir konnen dies auch

folgendermaflen ausdriicken: Aus der Transversalitdtsbedingung

(0.6) dim T ,W*(x) + dim T W*(y) = dim T M + dim T, Mo(z,y)
ergibt sich ein Isomorphismus

(0.7) T, IV@) Ty Mol ) = Ty M T, 1)

und die Orientierung von T Ab(x,y) ist jene Orientierung, die obigen Isomorphismus
orientierungserhaltend macht. Die Zusammenhangskomponenten von Ub(x,y) sind
kontrahierbar und daher ist jede Zusammenhangskomponente von Ab(x,y) durch die
Orientierung ~ von — T Ab(z,y) orientiert, wobei p ein  Element  dieser

Zusammenhangskomponente sei.

Im Fall Indg(z)—Indyy)=1 ist jede Zusammenhangskomponente wu; von
Mo(z,y) eine 1-dimensionale kontrahierbare Untermannigfaltigkeit von M; durch den
negativen Gradientenflufl wird eine weitere Orientierung auf ihr induziert. Jede
Zusammenhangskomponente wu; € M(x,y) korrespondiert zu genau einem Element
u; € Ji’l:(:z;,y). Wir ordnen nun jedem Orbit «; € JAfla(:I;,y) ein charakteristisches Vorzeichen
ny, € {+ 1} durch folgende Bedingung zu: Sei p € u;, dann gelte

[~ g, VF(p)-R] = [Ty M)
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Kap. 3 Der Morse-Witten Komplex

wobei [-] die Orientierung der Vektorrdume bezeichne. Die Orientierung der linken
Seite ist also durch den negativen Gradientenflufl und das charakteristische Vorzeichen

bestimmt, jene der rechten Seite durch (0.7), also letztendlich durch die Wahl o.

Nun definieren wir
(0.8) n(z,y):= > n,€Z
ue ./i’l:(a:,y)
In den Kettengruppen lassen wir nun Koeffizienten in 7 zu und bezeichnen sie mit

Cy(f,9,0). In der Definition von 9y (0.4) ersetzen wir n,(x,y) durch n(z,y).

Bemerkung 0.4 Aus dem in Paragraph 3.3  skizzierten Isomorphismus

HM_(M;7) ~ HS"8(M;7) ergeben sich sofort die schwachen Morse-Ungleichungen:

(0.9) ¢, = #{Erzeuger von C(f,¢9,0)}
> #{Erzeuger von HM,(M;Z)}

= #{Erzeuger von HM"8(M;7)}
:bk .
Die starken Morse-Ungleichungen erhalten wir aus Theorem 1.2.4, denn obiger

Isomorphismus besagt b (0 o ) = by
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Kap. 3 Der Morse-Witten Komplex 3.1 Der kanonische Randoperator

3.1 Der kanonische Randoperator

In diesem Paragraphen geht es darum zu zeigen, dafl der zuvor in (0.4) definierte
Gruppenhomomorphismus 0y : Cy(f,9,0)—=Ci1(f,9,0) ein Randoperator ist, d.h. daf
gilt

Theorem 1.1 [Mi, Fl1,Sa,Po,Sch,We] 0, 1,00, =0 ,VkeZ .

Der detaillierte Beweis dieses Theorems ist Inhalt von [We], er orientiert sich am
folgenden von A. Floer im Zusammenhang mit der Floer-Homologie aufgestellten

Programm [F12]
e Transversalitat
e Kompaktheit

e Glueing (Verkleben von Orbits).

Bemerkung 1.2 Die Floer-Homologie ist eine unendlich dimensionale Verallgemeinerung
der hier betrachteten Morse-Homologie. Die Rolle von M wird vom Schleifenraum AM
(co-dimensional, M ist hier eine symplektische Mannigfaltigkeit mit symplektischer
Form w und my(M) =0), jene von f vom symplektischen Wirkungsfunktional Ay

iibernommen

1
v e JU*er JHt(v(t)) dt
D? 0
wobei H, eine Zeit-1-periodische Hamiltonfunktion auf M ist und w: D?— M eine
Fortsetzung von v: S'— M auf D? darstellt. Hierbei wird vorausgesetzt, dafl AM aus
kontrahierbaren Schleifen bestehe. I Falle der Zeitunabhéngigkeit von H,, sowie einer
Nichtdegeneriertheitsbedingung wird H, = H zu einer Morse-Funktion auf M. Dieser
Spezialfall fithrt auf den Morse-Witten Komplex.

Vor kurzem erweckte die Floer-Theorie das Interesse von theoretischen Physikern, die

sich mit String-Theorie beschéftigen, siehe z.B. [Va).

TRANSVERSALITAT

Die Morse-Smale Bedingung, die fiir die Wohldefiniertheit von d, notwendig ist,

wird im Allgemeinen nicht erfiillt sein:
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Kap. 3 Der Morse-Witten Komplex 3.1 Der kanonische Randoperator

Beispiel 1.3 Wir betrachten noch einmal den Fall des senkrecht in den R® eingebetteten
2-Torus T? mit der durch diese Einbettung induzierten Metrik ¢, siehe Beispiel 1.2.5.
Die Morse-Funktion sei die Héhenfunktion f: T?—R, (,y,2)+ 2. Sie hat vier kritische
Punkte M, s, s, m mit Indizes 2,1,1,0.

Figur 1.1

Offenbar ist W"(s,) N W*(sy) =1, Ul,, d.h. wir haben zwei s; und s, verbindende Orbits.
Da W"(s;) und W*(s,) 1-dimensional sind, kann ihr Schnitt nicht transversal sein, d.h.
die Morse-Smale Bedingung ist nicht erfillt.

Durch eine beliebig kleine Stérung der Situation in Figur 1.1 kénnen wir jedoch

Transversalitéit erreichen: Wir kippen den Torus ein wenig wie in Figur 1.2 dargestellt.

Figur 1.2
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Kap. 3 Der Morse-Witten Komplex 3.1 Der kanonische Randoperator

Es gibt nun keine s; und s, verbindenden Orbits mehr, d.h. die Morse-Smale Bedingung

1st nun erfiillt.

Wir konnen im Allgemeinen durch kleine Stérungen einer nichttransversalen
Situation eine transversale Situation erreichen. Dies ist die Aussage des folgenden
Theorems von Smale, welches sich aus den beiden bekannten Theoremen A und B in

[Sm] ergibt.

Theorem 1.4 (Smale) Die Menge der Vektorfelder, die der Morse-Smale Bedingung
geniigen, liegen C-dicht in Grad®(M) der Menge der glatten Gradientenvektorfelder.

Jede Stoérung von (f,g) zu (f,g), so daB Vg} C'-nahe bei V,f liegt und der Morse-
Smale Bedingung gentigt, fithrt aufgrund der nattirlichen Isomorphismen aus Paragraph
3.2 zu isomorphen Morse-Homologiegruppen. Wir gehen daher im folgenden oBdA
davon aus, dafi die Morse-Smale Bedingung fiir (f, g) erfiillt sei.

KOMPAKTHEIT

Wir untersuchen nun die Orbitrdume JAfla(:I;,y) auf Kompaktheit. Dies fiithrt im
Fall der Indexdifferenz 1 auf #J?b(:z;,y)<oo und damit zur Wohldefiniertheit von
ny(x,y) (0.3) bzw. n(z,y) (0.8). Jedes Element ﬁEJAﬂn(l’,y) reprasentiert genau einen

Orbit von x nach y, weiter sei

O JAfla(:I;,y) — M

=
!

u:=0(u):=¢ .

Definition 1.5 K C Jﬂa(:p,y) heifit kompakt bis auf (I — 1)-fach gebrochene Orbits, falls fiir
jede Folge {p;}, . C K gilt: Entweder besitzt {p;}, . eine (in K) konvergente Teilfolge,
oder es existieren kritische Punkte x = xq,...,x; =y, 2 <1< Ind(x)—Ind(y) und x4
mit x; verbindende Orbits §; € Jﬂa(:z:j_l,xj), J=1,..,1, so dafy p;—(qy,..-q;) fir i—oo.
Die  Morse-Smale  Bedingung liefert Ind (o) >...> Ind(z;), insbesondere also
I € Indy(x) — Ind(y). Die vorige Konvergenz ist folgendermafen definiert

Ve>03IeNVi>T: O(p)CU( UL 0®G))
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Im Fall der Indexdifferenz 2 koénnen wir uns die Situation so veranschaulichen

0 (@)

Ue(o@U 0(@))

Figur 1.3

Theorem 1.6 [We, Thm. 2.2.1] Jﬂa(:p,y) ist kompakt bis auf gebrochene Orbits der
Ordnung I, 1 € {1,...Ind(x) — Ind(y)} geeignet.

Korollar 1.7 Im Fall Ind ;(x) — Ind(y) = 1 gilt #Jﬂa(:li,y) < 00.
BEWEISIDEE Einerseits folgt die Aussage aus Theorem 1.6, Definition 1.5 (es trifft der

"Entweder’-Fall zu) und der Kompaktheit von M. Andererseits konnen wir sie auch so
motivieren (das ist auch die Beweisidee fiir Theorem 1.6): Es ist dimJAI’la(:I;,y) =0, also
ist JAfla(:I;,y) eine diskrete Punktmenge. Angenommen #JAYB(:L',y) ist unendlich, dann
besitzt JAfla(:I;,y) aufgrund der Kompaktheit von M einen Haufungspunkt p. Es bleibt zu
zeigen p € JAfla(:I;,y) und wir haben einen Widerspruch zur Diskretheit der Elemente von
JAfla(:I;,y) (denn JAfla(:I;,y) ist ja eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M). Im Fall
eines Gradientenflufes verbindet der Orbit durch p O(p)=:p zwei kritische Punkte von
f, welche im Abschlufl von JAfla(:I;,y) liegen. Wie in [We, Abschn. 2.2] detailliert
ausgefithrt, folgern wir die Existenz von weiteren kritischen Punkten z,,... z; und
verbindenden Orbits §; € JAfla(xj,xj_l), g=1,..,01. Es muf} gelten z, = x,...,2; = y und aus
Indy(x) —Indy(y) =1 folgt nun I =1, d.h. p € Ji’l:(:z;,y).
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Figur 1.4 g

GLUEING (VERKLEBEN VON ORBITS)
Wir betrachten im folgenden den Fall I'nd (x) — Ind(z) = 2, d.h. M(z,z) besteht

aus 2-dimensionalen und ./Aﬂa(l',Z) aus 1l-dimensionalen Zusammenhangskomponenten.
Letztere, ./ilai(:c,z) genannt, sind aufgrund der Klassifikation von 1-dimensionalen
unberandeten glatten Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu (0,1) oder S'. Im Fall
./Aﬂni(l’,Z) ~ (0,1) wissen wir aufgrund von Theorem 1.6, dafl die beiden Enden 1-fach

gebrochenen Orbits (uy,v,) und (uy,v,) entsprechen.

Figur 1.5

Das folgende Theorem wurde detailliert in [We, Abschn. 2.3] bewiesen. Der Beweis ist
recht technisch, fiir das Folgende nicht von Bedeutung und soll deshalb hier nicht

wiederholt werden.

Theorem 1.8 (Verkleben von Orbits) Sei Indy(x) —Indy(z) =2 und y € Critf so dafi
Jﬂa(:p,y) # 0 und Jﬂa(y,z) # 0, dann existiert p € Rt und eine Einbettung
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A

7721-‘ - M(x,y) x (0,p) x Jﬂa(y,z) — Jﬂa(:p,z)

Fiir  festes (4d,0) € (:1; y)XJI’b(y, z) gibt es genau eine Zusammenhangskomponente

b
Mo(, 2) mit i € Ai(x,2), s € (0,p), und
1277‘;-‘513 — (4,0) fiir s—oo
im Sinne von Definition 1.5. Es gibt keine andere Zusammenhangskomponente Jﬂaj(:zj,z),

die eine gegen (i,0) konvergente Folge beeinhaltet.

Mit Theorem 1.6 und Theorem 1.8 koénnen wir die Zusammenhangskomponenten

Mi(z,z) im Fall Ind () — Ind (=) = 2 wie folgt klassifizieren:

Figur 1.6 Ausgeschlossen aufgrund von Theorem 1.8

oder

Figur 1.7 Maglich und Mbi(z,z) ~ (0,1)

QR
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Figur 1.8 Moglich, aber uninteressant, da ./Aﬂni(l’,Z) ~ S

Bemerkung 1.9 Aus Theorem 1.8 folgt, dafl die Menge der 1-fach gebrochenen Orbits
zwischen z und z él(x,z) in bijektiver Beziehung zu den Enden der zu (0,1)
diffeomorphen  Zusammenhangskomponenten  von ./Aﬂn(l’, z)  steht.  Elemente
(ul,vl),(uz,v2)661(x,z), die je einem Ende ein und derselben Zusammenhangs-
komponente ./Aﬂni(l’,Z) ~ (0,1) entsprechen, nennen wir cobordant. Theorem 1.8 besagt

(uq,v1) # (uy,vy), siehe Figur 1.6 rechts.

Bemerkung 1.10 Es 1afit sich  zeigen, da fiir cobordante Elemente
(ulv vl)v (u27 1)2) S él(xv Z) gllt

Der Beweis findet sich z.B. in [Po2, Prop. 2.4.1].

kann auftreten kann nicht auftreten

Figur 1.9 Die charakteristischen Vorzeichen "+’ der isolierten Orbits

R0
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BEWEIS VON THEOREM 1.1
Sei < x> ein Erzeuger von Cy(f,g,0), dann ist

0100, < x> :ak_l( > n(:z;,y)<y>) , Def. 0y
Yy e Critk_lf
= > nxy) O, <y> , Z-Lin.
Yy e Critk_lf
= > nlzy) D nly,z)<z> , Def. 0y 4
Yy e Critk_lf z € Critk_zf
= > > on(ay) nly,z) <z > , endl. Summen

z € Critk_zf y e Critk_lf

- ¥ 3 ( Z Znu-nv)<z>

z € Crity of y€Crity f € M(x,y) v € ./]%(y,z) , Def. n( - )

= Z ( Z nu'nv) <Ez 7Bem‘ H
z € Crity_o f (a,9) € él(x,z)

= 0, da sich je 2 Summanden
zu Null addieren (Bem. 1.10)
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3.2 Der kanonische Kettenhomomorphismus

In diesem Paragraphen soll ein kanonischer Kettenhomomorphismus ¢ﬂa vom
Grad 0 zwischen zwei Morse-Witten Komplexen tiber M konstruiert werden, d.h. ein die

Graduierung erhaltender Homomorphismus zwischen freien abelschen Gruppen

(2.1) P CL(f9%0%) — C.(f.9% 0"
mit
(2.2) 8" oy =0 9"

Letztere Eigenschaft stellt sicher, daf} ;/)ﬁa Zyklen in Zyklen und Rénder in Rénder
abbildet. Die Abbildung ist daher aut Homologieniveau wohldefiniert

(2.3) 9P . HM (f%,¢°0M;7)  — HM,(f", 9% 0% M;Z)
LI ()

Es wird sich herausstellen, daf} ¢fa ein Isomorphismus ist. Daher koénnen
Homologiegruppen zu verschiedenen Wahlen von (f,¢,0) identifiziert werden. Zur
Konstruktion von ;/)ﬁa benutzen wir die Resultate des vorhergehenden Paragraphen.
Genauer gesagt betrachten wir Morse-Witten Komplexe iiber M xS' bzw. MxS'xS*
mit geeignet definierten Morse-Funktionen und Metriken. Dieser Zugang findet sich in
[Pol, Se. 7] [Po2, Se. 2.6]. Wir notieren die Graduierung im folgenden auf Kettenniveau

Y

mit einem Subindex *- 7 und auf Homologieniveau mit "+’

Wir definieren zunéchst den Morse-Witten Komplex in etwas allgemeinerer
Form. Eine offene Menge U in einer Mannigfaltigkeit NV heifit isolierende Umgebung fiir
einen Flufl ¢, falls der Abschlufl der Vereinigung aller in U enthaltenen Orbits in U
enthalten ist, d.h.

(2.4) SU):={peU|ppelU, VteR}CU

S(U) heift isolierte invariante Menge.

Falls U so eine Umgebung fiir den Flufl von — Vf ist, definieren wir den Morse-Witten
Komplex C.(U, f,g,0) beziiglich U als die Untergruppe von C.(f,g,0), die frei abelsch
von den Elementen von Crit f NU erzeugt wird. Der Randoperator 0, (U) ist definiert
wie zuvor, aufler dafl wir nur jene verbindenden Orbits zdhlen, welche in U enthalten
sind. Oy 1(U)o 0 (U)=0 ergibt sich aus der Tatsache, dafl Va,z € Crit fNU gilt:
Mo(z,2) N U ist offen und abgeschlossen in Ab(z, z).

Um nun einen Kettenhomomorphismus zwischen C.(f% ¢%0c%) und

g1
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C .(f? ¢°,6”) zu konstruieren, wéhlen wir ein € € (0,1) und eine Homotopie f, zwischen

% und fﬁ (sei im folgenden av =0 und g =1)

1 , $<€
(25) fs ::{ 7SER7

1 ,s>1—¢€

sowie eine analoge Homotopie g, zwischen ¢° und g¢'. S' sei parametrisiert durch
se™ s € R, d.h. wir identifizieren S* mit [ —1,1]/{ £1}. § bezeichne die durch diese
Parametrisierung auf S' induzierte Metrik. Fiir hinreichend grofies K > 0 erhalten wir
folgende Morse-Funktion auf MxS" (hierbei geht ein, daf die Homotopien nahe bei 0
bzw. + 1 konstant sind)

(2.6) F(p,s):= f(p) + & cos(rs) ,se[-11],peM.

mit

(2.7)  Crit F={(z,i)|x€Crit f',i=0,1} , Indg(z,i)= Ind j(x)+1—i.
Eine Metrik auf M xS? sei definiert durch

(2.8) Clos) = 9 B9

Fir |s—1| < e ergibt sich

(2.9) ~VGF(ps) = (= ¥ f(p) K - sinws)

d.h. die Untermannigfaltigkeiten M;:=Mx{i}, ¢=0,1, sind invariant unter dem
negativen Gradientenflul von F auf MxS', und der auf M, eingeschinkte negative
Gradientenflufl  erfiillt die  Morse-Smale  Bedingung.  Sei s, #0,1  und
v =(71,72): R—=MxS! eine Losung von #(t) = — VgF(y(t)) mit v(0) = (pg,s,), dann
folgt aus 4,(t) = K sinwt zunichst v,(t)—0 fiir +— — oo und ~,(f)— £+ 1 fiir t— + oo (je
nachdem ob s, aus (0,1) oder aus (—1,0) ist). Es gibt also insbesondere keine
verbindenden Orbits von M, nach M, und jene, welche zwei kritische Punkte in M,

(M) verbinden, sind enthalten in M, (M,).

Bemerkung 2.1 Wir koénnen im Allgemeinen nicht erwarten, dafl die Morse-Smale
Bedingung fiir den negativen Gradinetenflul von F beziiglich G auf MxS' erfiillt ist.
Durch eine (beliebig kleine) Storung kénnen wir dies jedoch erreichen. Dabei werden
zwar die kritischen Punkte von F bzw. die zuvor invarianten Mengen M; (beliebig
wenig) verschoben bzw. deformiert, wir koénnen jedoch Crit F' mit CritF eindeutig
identifizieren, falls die Storung hinreichend klein ist. Die Orbits in M, (beziiglich der
urspriinglichen Gréflen F,G) werden durch eine hinreichend kleine Stérung auch nicht

zerstort, da sie transversale Schnitte sind und Transversalitit eine gegen hinreichend
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kleinen Storungen stabile Eigenschaft ist. Um die Notation so einfach wie moglich zu
halten, gehen wir im folgenden oBdA davon aus, daf} die Morse-Smale Bedingung erfiillt

sel.

Die Menge U:=Mx(—6,1468) C Mx[—1,1]/{+1} mit 0 <é <3 ist eine isolierende
Umgebung von S:=Mx[0,1]. Wir betrachten nun den Morse-Witten Kettenkomplex
(CE, A ):=(C.(U,F,GYX),0.U)). Wir erhalten die Aufspaltung C¥ =C° & O,
wobei C'. durch (z,i) € Crit._;; fix{i} frei abelsch erzeugt wird. Die Orientierung von

< z,1> sel induziert durch die Isomorphismen

T0 W2, 0) 2 T, W(x) & TS
(2.10)
T(pJ)Wu(:ﬁ, 1) ~ TPWu(:ﬁ)

fir ein und damit jedes pe M (die Orientierung von ToS' sei durch die
Parametrisierung von S' induziert). ¥ ist also durch ¢ und o' bestimmt. Es 1afit sich
zeigen [Po2, Se. 2.6], daf} die Inklusionen Ab(z,y)—Ab((x,%),(y,7)), ¢ = 0,1, orientierungs-
erhaltend sind.

Die obige Aufspaltung von C. fithrt zu folgender Darstellung von A . :

JARCIVARA

AT0 AT CoaC. -0, a0,

(2.11) AL =

wobei A° =0, da es keine verbindenden Orbits von M, nach M, gibt. Aus Paragraph

3.1 wissen wir, dafl gilt A . ;o A . =0. Dies ist 4quivalent zu

AP o AP=0 , Ao AU=0 |,
(2.12)
AP o ANV L AL o AO=0 |

d.h. Al ¢l —C' | sind Randoperatoren (klar, da sie bis auf folgende Identifikationen
durch &'. gegeben sind). Mit den Identifizierungen

(2.13) .o CL(fige)y — Cly; . i=0,1
<zr> = <(x,0)>
definieren wir folgenden Gruppenhomomorphismus
214) PO (—1) (Ao A, 00 Lg% - C.(flglal)

d.h. ' zEhlt die isolierten Otrbits von kritischen Punkten z (von f°) in Mx0 zu
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kritischen Punkten y (von f') in Mx1 mit Vorzeichen. Aus der dritten Gleichung in
(2.12) ergibt sich unter Verwendung von

A% =x"500% jo(x" )t und AV, =L L0090 oy )t

(215) 77Z)1.0_2 O 60 1 - 61. 1 O 77Z)1.0_1 y
d.h. ¥'° ist ein Grad 0 Kettenhomomorphismus und ist daher auf Homologieniveau
wohldefiniert

Die Abbildung '° ordnet jedem z € Crit, f° die direkte Summe aller y € Crit, f' zu
(multipliziert mit einem entsprechenden charakteristischen Vorzeichen), zu denen x
einen verbindenden Orbit besitzt (beziiglich —VgF auf MxS'). Im Fall von
konstanten Homotopien (d.h. insbesondere f°= f' ¢° = g') ergibt sich also ¥'° = Id.
und 1% = Id,.

Um die Unabhingigkeit des induzierten Homomorphismus % von den
gewahlten Homotopien zu zeigen, betrachten wir nun 2-Parameter Homotopien und
wiederholen die vorige Konstruktion fiir diesen Fall. Wir wollen das weitere Vorgehen
daher nur skizzieren und entledigen uns insbesondere der ldstigen Graduierungsnotation.
Sei € € (0,3) und

o o,s<e , r<E€
1

(217) fs,r::{ f2 75>1—€ 7r<€ 7 S,TE[O,]_] 7
fF o s<e ,r>1—¢

fPoLs>1—€e ,r>1—c¢
o sei analog definiert (wir verbinden also jetzt vier Morse-Witten Komplexe mittels 2-
Parameter Homotopien der f’s und ¢’s). Eine Morse-Funktion auf MxS'xS" definieren
wir durch
F(p,s,?") = f|s|,|r|(p) + % (COS TS+ cos T‘—T) ) ST € [ - 171]/{ + 1} » P € M )
eine Metrik G durch

G(p,s,r) = g|s|,|r| &b f] S5 f]
Die Untermannigfaltigkeiten M;:=Mx{i}x{j}, ¢,7=0,1, sind beziiglich —VgF

invariant und die Restriktion von — VgF aut Mj; liefert gerade die urspriinglichen
Morse-Witten Komplexe C . (f4% ¢%H 5%+ mit Randoperator 9%+,
Vi=Mx(—08,1468)x(—8u1+68,), 0<d<i, ist eine isolierende Umgebung von
S:=Mx[0,1]%. Es ergibt sich der Morse-Witten Komplex
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(CF,A')::(C'(V7F7G7Z)7a'(v)) Y
der wie folgt aufspaltet:
ct =4 cl

1=0

wobei C'. durch < (z,7,j) > mit [ =2j41, 4,5 =0,1, frei abelsch erzeugt wird. Ahnlich

wie zuvor bei der 1-Parameter Homotopie ergibt sich nun eine (4x4)-Matrix A

N 0 0 0
A Ay 00
(2.18) A = o
A20 A21 AZZ 0
B A30 A31 A32 A33 i

Das Resultat A% =0 aus Paragraph 3.1 fithrt anf

A“’ZZO 5 120773 5
(2-19) A10A00‘|‘ A11A10:0 ’ A20A00‘|‘ A22A20:0
A31A11‘|‘ A33A31:0 ’ A32A22‘|‘ A33A32:0

sowie

(2'20) ANggDoot+ Ds1 Dot AggDgg+ Dg3A30=0

Mit den natiirlichen Identifizierungen
X' CL(f%¢% 0% — C°
Xi:C'(fivgivo-i)_)Ci'-l—l y1=1,2

X’ CL.(f g% 0% — C°

und = ()1 o Ao X:C.(fig,0)—=C.(f,¢,0) erhalten wir aus

10, 20 332 93t 130 Kettenhomomorphismen sind.

(2.21) Lo | | ?

(0]

(2.19), daB
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(2.20) besagt, daB ¥°° eine Kettenhomotopie (vom Grad + 1) zwischen ¢3! 0 ' und
3% 0 9p2° darstellt, d.h. es gilt

W31 0 4h10 = )32 o 420

Wihle %= f? und f' = f3, sowie eine in r konstante Homotopie, dann erhalten wir
10 = o2
unabhingig von der in s gewédhlten Homotopie. Fiir f? = f? ergibt sich
W21 0 4h10 = 420
und fiir f°= f2=f3
W01 0 4h10 = 400 6 400 — [0

d.h.

ist ein Isomorphismus unabhéngig von der gewihlten Homotopie. Es geniigt daher die

Bezeichnung
HM (M;7)

fiir die Morse-Homologie.
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3.3 Der kanonische Isomorphismus zur singuldaren Homologie

Da die Details fiir den Beweis unseres kanonischen Isomorphismus noch nicht
vollstandig ausgearbeitet sind, wollen wir diesen hier nur kurz skizzieren und darauf
hinweisen, daf} es sich bislang nur um eine Hypothese handelt.

Auf Homologieniveau wurde jedoch bereits mehrfach folgende Isomorphie bewiesen,

siehe z.B. [Sa]

Theorem 3.1 (R. Thom, S. Smale, J. Milnor, A. Floer, D. Salamon)
H"8(M:Z) ~ HM (M;Z)

Sei nun (K, %) eine glatte Triangulierung von M (diese existiert nach [Th]), d.h.
K ist ein Simplizialkomplex und h: | K | =M ein Homdéomorphismus, der auf jedem
Simplex von K differenzierbar ist. | K | bezeichnet die Vereinigung aller Simplizes von

K, H,(K) die simpliziale Homologie von K. Es ist bekannt, daf§ gilt
(3.1) HS(M;7) ~ H¥$(|K |;7) ,h:| K| — M Homéomorphismus ,
~ H, (K) , kan. Isom. [StZi, Satz 9.7.4] .

Es bleibt also einen kanonischen Isomorphismus zwischen H (K) und HM (M) zu
finden. Die Idee ist nun aut M eine Morse-Funktion f zu konstruieren, fiir die gilt: Die
kritischen Punkte von f vom Morse-Index k stimmen genau mit den Bildern (unter der
Triangulierung h) der Baryzentren der k-Simplizes von K iiberein. Damit ist bereits
eine Isomorphie der Kettengruppen der simplizialen und Morse-Witten Homologie
erreicht. Da der Randoperator der simplizialen Homologie jedem k-Simplex die
alternierende Summe seiner (k — 1)-Seitensimplizes zuordnet, sind wir fertig, wenn der
negative Gradientenflufl von f beziiglich einer geeigneten Metrik ¢ von M genau einen
verbindenden Orbit, von jedem kritischen Punkt in einem k-Baryzentrum, zu jedem
kritischen Punkt im (k — 1)-Baryzentrum der Seitensimplizes besitzt (mit alternierenden
charakteristischen Vorzeichen n,). In diesem Fall imitiert der Morse-Witten
Randoperator 0y jenen der simplizialen Homologie. Die offensichtliche Kettenabbildung
zwischen den beiden Komplexen ist bereits auf Kettenniveau ein Isomorphismus, also

auch auf Homologieniveau.
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3.4 Anwendung

Die Morse-Homologie bietet die Moglichkeit die Homologiegruppen einer
Mannigfaltigkeit in manchen Féllen recht einfach zu berechnen. Denn wir haben die
Freiheit die Mannigfaltigkeit glatt zu deformieren, z.B. sie in einen RN (N hinreichend
grof}) einzubetten, sowie eine bequeme Wahl einer Morse-Funktion und einer Metrik zu

treffen. Wir wollen dies anhand eines Beispiels veranschaulichen.

Beispiel 4.1 M = 5™
Wir betten S™ zunichst in {iblicher Weise in den R™™! ein, siche Figur 0.1 fiir den Fall
n =2. Als Metrik nehmen wir die durch die Einbettung auf S" induzierte Metrik, als
Morse-Funktion die Hohenfunktion
f:5" =R
(2',. 2™ 2t
Diese hat genau einen kritischen Punkt 2 mit Indy(x)=n und genau einen mit

Ind;(y) = 0. Die Morse-Smale Bedingung ist automatisch erfiillt, denn wir haben keine

verbindenden Orbits zwischen kritischen Punkten vom selben Index. Nun ist offenbar

C,=2Z<z> , Co=L<y>
und

C,=0 ,VieZ\{0,n}.

Die Orientierungen <> und <y> von T W%x) bzw. T W"y) seien beliebig
gewahlt. Wegen d, <> =0 und d, <y > =0 und der Tatsache, daf keine kritischen

Punkte vom Index n + 1 oder 1 existieren, folgt

Z k=0n
HM,(5%7) ~ { ,
0 , sonst
und hieraus mit Theorem 3.1
. Z k=0n
Hy™8(S™7) ~ {
0 , sonst

OR
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Verwendete Symbole

Indf(x)
Crit f
Crity f
“k

by

Morse-Index des (nichtdegenerierten) kritischen Punktes # von f 5
Menge der kritischen Punkte von f 78
Menge der kritischen Punkte von f vom Morse-Index & 78
#Crit f 5,78
k-te Bettizahl von M 6
glatte Differentialformen auf M vom Grad p 6
duflere Differentiation auf AP(M) 6,23
de Rham Kohomologie von M 6
2-dimensionaler Torus 9
Supersymmetrieoperator 11
Operator der Fermionenanzahl 11
Operator der Fermionenzahl modulo 2 11
# fermionischer (bos.) Zustdnde mit Energie £ = 0 12
Eulercharakteristik von M 14,77
glatte reellwertige Funktionen auf M 20
glatte Vektorfelder auf M 20
inneres Produkt auf AP(T M) 22
inneres Produkt auf AP(M) 26
AbschluB von AP(M) beziiglich < -, - > 7P 33
definiert als dd*™ 4+ d*d auf AP(M) 34
Laplace-Beltrami-Operator 35
AB(M), AB(M), AR(M), AR(M ), AB«(M) 35
deformierter Operator der dufleren Differentiation (e'tfdetf) 42
definiert als dd,” + d,"d, auf AP(M) 42
Wittens deformierter Laplace-Operator 42
Kﬁt(M),th*(M),Aﬁt(M),Agt(M),Agt*(M) 42
Fermionenerzeuger bzw. -vernichter 43
Antikommutator 44
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L(36) beschrénkte lineare Operatoren auf dem Hilbertraum 16

46
99
99
70
70
78
79
79

80
80
80
80
80

R\(T) Resolvente des Operators T' an der Stelle A

SpecT Spektrum des Operators T'

Indsup(H) supersymmetrischer Index von H

Eq(H) Spektralprojektor von H auf Q@ C R

W(u)s(x) (in)stabile Mannigfaltigkeit von « € Crit f

Mo(z,y) r mit y verbindende Mannigfaltigkeit

./Nl’l:(x,y) Orbitraum von z und y

Cy(f,9) k-te Kettengruppe des Morse-Witten Komplex (M nicht orientiert) 79
O Randoperator des Morse-Witten Komplex

HM,(M;Z,) Morse-Homologie mit Koeffizienten in Z,

] definiert als T _W"(x)

o Wabhl einer Orientierung aller instabilen Mannigfaltigkeiten
n,. charakteristisches Vorzeichen eines isolierten Orbits

n(alv, ¥) Koeffizienten des Randoperators

Cy(f,9,0) Kettengruppen des Morse-Witten Komplex (M orientiert)
./]%i(x, z) Zusammenhangskomponente von ./i’l:(a:, z)

Grad>™(M) glatte Gradientenvektorfelder auf M

él(x,z) Menge der 1-fach gebrochenen Orbits zwischen « und z
1/)[_30‘ kanonischer Kettenhomomorphismus
Y30 Kettenhomotopie

HM,(M;Z) ganzzahlige Morse-Homologie von M
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