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Zielsetzung: Wir konstruieren in dieser Arbeit den Morse-Witten Komplex fiir eine
glatte geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit M". Dieser besteht aus
den Kettengruppen C; und dem kanonischen Randoperator 9, : C; —
C\.1 - Die Kettengruppen werden von den kritischen Punkten einer Morse-
Funktion f frei abelsch erzeugt, d.h. C; ~ 7" Der kanonische
Randoperator ordnet einem Erzeuger x € Crit f von C) vom Morse-Index
Indy(x) =k die Summe aller kritischen Punkte y vom Morse-Index
Indy(y) =k —1 zu. Die Koeffizienten in dieser Summe hingen von der
Anzahl und der Orientierung der isolierten Orbits zwischen = und y ab.
Wir zeigen, da8 (C},0,),c einen algebraischen Kettenkomplex darstellt,
d.h. daB gilt
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Einfiihrung und Ubersicht

In der einfachsten Version der Morse-Theorie haben wir folgende Situation: (M™,g) sei eine
endlich-dimensionale glatte geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit und f € C°°(M,R) habe nur
nichtdegenerierte kritische Punkte, d.h. fiir p € M mit Df(p) =0 ist Null kein Eigenwert der Hesse-
Form H7 := D?f. So eine Funktion heifit Morse-Funktion. Die Anzahl der negativen Eigenwerte von
HY st gleich dem Morse-Index Indf(p) von p. Sei nun ¢ := Crit,f und 3, bezeichne die k-te Betti-
Zahl von M, so gelten die starken Morse-Ungleichungen [Mil, §5]

Cp—Ceqtoteg>Pr—0C+... 08y s Vke{0,..,n}.

Fiir k =n gilt die Gleichheit. Jetzt betrachten wir folgendes algebraische Objekt: Die Kettengruppen
(', seien von den kritischen Punkten von f vom Morse-Index k frei abelsch erzeugt, d.h. '} ~ Z°k. Es
ist bekannt [Wi], daB die starken Morse-Ungleichungen &quivalent zur Existenz von
Gruppenhomomorphismen 0 : €'y — Cy_; sind. Die starken Morse-Ungleichungen liefern jedoch keine
kanonische Form fiir diese.

Witten definierte nun 1982 in [Wi] folgende kanonischen Randoperatoren

3k: Ck — Ck—l
[x] — 04[x] = Z n(z,y) [y] ,zeCrit,f.
Yy e Crltk_lf
Er erkannte, dafl die Familie von Gruppen und Homomorphismen (Ckvak)k die einen

algebraischen Kettenkomplex darstellt (d.h. es gilt 0 4 0 d; = 0), die Homologie von ?W reproduziert.
Diesen Komplex nennen wir im folgenden Morse-Witten Komplex. FEr wurde bereits friiher,
insbesondere von Thom [Th], Smale [Sm2] und Milnor [Mi2] untersucht. Eine schéne Ubersicht iiber
verschiedene Aspekte der Morse-Theorie stellt der Artikel von Bott [Bo] dar. In den 80’er Jahren wurde
die Idee des Morse-Witten Komplex von Floer aufgegriffen, um ein Analogon auf dem Schleifenraum 2
von M zu konstruieren. Er betrachtet das symplektische Wirkungsfunktional auf €, sowie dessen
kritische Punkte und ordnet diesen relative Morse-Indizes zu. Den Randoperator konstruiert er analog
mittels isolierter Orbits. Er erhdlt so die Floer-Homologiegruppen, welche ebenfalls die Homologie von
M reproduzieren. Literatur zur Floer-Homologie : [F1]...[F5], [Sa2].

Das Ziel dieser Arbeit ist zu zeigen, daBl der Morse-Witten Komplex ein algebraischer
Kettenkomplex ist, d.h. daf gilt 0; 4 0 ; = 0. Dazu halten wir uns an das von Floer zur Konstruktion
seiner Homologiegruppen vorgegebene Programm :

e Transversalitat
e Kompaktheit
e Glueing

Wir verwenden jedoch nicht (wie Floer) einen funktionalanalytischen Zugang iiber die Nullstellen einer
Fredholmabbildung (hier des Operators %—i—Vf, siehe [Sch]), sondern einen differentialtopologischen
Zugang liber die transversalen Schnitte der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten.



Das Kapitel 1 ’"GRUNDLAGEN” ist eine Zusammenfassung von grundlegenden Resultaten aus der
Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen, der Morse-Theorie, sowie der Theorie der
dynamischen Systeme. Es kann vom diesbeziiglich vorgebildeten Leser sicher ohne weiteres
iiberschlagen werden.

In Kapitel 2 ”"DIE ORBITRAUME M%y” werden diese analysiert. Zuerst diskutieren wir in
Abschnitt 2.1 ”Tranversalitit” die Morse-Smale Bedingung fiir Vf. Diese ist erfiillt, falls
W) NW3(y) fiir alle z,y € Crit f ein transversaler Schnitt ist. Wir kénnen dies durch eine kleine
Variation von Vf in Grad®(M) erreichen.

Die "Kompaktheit” der Orbitrdume wird in Abschnitt 2.1 untersucht. Es stellt sich heraus, daf} diese
nur am Rand von M% verletzt ist. Die Hindernisse zur Kompaktheit stellen sogenannte (! — 1)-fach
gebrochene Orbits dar. Dieses sind I-Tupel (gy,...,q;) von Orbits, wobei das Ende bzw. der Anfang von
Nachbarorbits jeweils aus demselben kritischen Punkt bestehen. ¢, fingt bei z an, und §; endet bei y.

In Abschnitt 2.3 "Glueing” diskutieren wir ein umgekehrtes Konzept. Wir verkleben 1-fach gebrochene
Orbits (&,0) € M, ,xM, . (im Fall Ind(x)—Inds(z)=2) in eindeutiger Weise zu einem Orbit
u#,b0 € M, .. Dieser konvergiert fiir p—0 gegen (&, ).

In Kapitel 3 wird die "KONSTRUKTION DES MORSE-WITTEN KOMPLEX” behandelt.
Zunéchst fiihren wir jedoch in Abschnitt 3.1 ”Orientierung” ein Konzept zur kanonischen Orientierung
der isolierten Orbits zwischen zwei kritischen Punkten ein. Wir ordnen jedem isolierten Orbit w ein
charakteristisches Vorzeichen n, € { £1} zu, dieses konstruieren wir in Abhéngigkeit einer Wahl der
Orientierungen aller instabilen Mannigfaltigkeiten von M. Die Orientierbarkeit von M setzen wir nicht
voraus, die Orientierbarkeit der instabilen Mannigfaltigkeiten ergibt sich aus deren
Zusammenziehbarkeit.

In Abschnitt 3.2 ”Der Randoperator” definieren wir den Morse-Witten Komplex wie vorher
beschrieben. Wir fiihren im Fall Ind;(2)—Indy(z) =2 auf der Menge @;72 aller 1-fach gebrochenen
Orbits zwischen x und z eine Aquivalenzrelation ein. Es ist (i, ¥y) ~ (@y,9,), falls (g, ;) und (i, ¥,)
den Rand einer (1-dimensionalen) Zusammenhangskomponente M;Z von M, . darstellen. (ty,%,) und

(19, ?,) heiBen in diesem Fall cobordant.

Aufgrund der Analyse der Orbitrdume M%Z in den Abschnitten 2.2 ”Kompaktheit” und 2.3 ” Glueing”,
kénnen  wir  schlieflen, dafi die Aquivalenzklassen und die zu (0,1) diffeomorphen
Zusammenhangskomponenten von M%Z in bijektiver Beziehung stehen, und jede Aquivalenzklasse aus
genau zwei Représentanten (@y,?;) # (ty,0y) besteht. Bei der Berechnung von 9, _; o 0;[2] summieren
wir (unter anderem) das Produkt der charakteristischen Vorzeichen von 1-fach gebrochenen Orbits tiber
die (genau zwei) Représentanten einer Aquivalenzklasse. Diese Summe ist nun wegen
Ty Ty = =Ty Ty

(aus Abschnitt 3.1) fiir jede Aquivalenzklasse Null. Abschlieflend diskutieren wir noch die méglichen
Typen der (2-dimensionalen) Zusammenhangskomponten von M%Z.

In Appendix A diskutieren wir eine Methode zur Modifikation der Morse-Funktion aufierhalb einer
isolierenden Umgebung von S(z,y):= M, yY {z,y}, so daB wir oBdA annehmen kénnen

P, f)nCrit f = {x,y}

Diese Voraussetzung bendtigen wir fiir eine, uns von S.P. Novikov vorgeschlagene, Beweisidee fiir die
Endlichkeit der Anzahl von isolierten Orbits zwischen zwei kritischen Punkten.

In Appendix B diskutieren wir eine weitere Variante dieses Beweises. Wir analysieren dabei den
Mannigfaltigkeiten M entsprechende Funktionenrdume M, . Diese Methode stammt aus [Sa2] und
[Po].
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In Appendix C konstruieren wir eine spezielle Glueing-Abbildung um Orientierungen von 1-fach
gebrochenen Orbits auf eine Orientierung der zugehérigen Zusammenhangskomponente von M, .
abzubilden. Falls wir cobordante 1-fach gebrochene Orbits mittels der charakteristischen Vorzeichen
und der Flufirichtung kanonisch orientieren, so wird eine kanonische Orientierung auf der zugehérigen
Zusammenhangskomponente von M, . induziert.

Terminologie:

e Innerhalb eines Kapitels erfolgen Verweise zweistellig. Die erste Stelle gibt die Nummer des
Abschnitts innerhalb des Kapitels an, die zweite Stelle die Nummer des Objekts (des Satzes, der
Gleichung usw.), z.B. verweist (2.5) in Kapitel 3 auf die Gleichung 5 in Abschnitt 3.2.

Verweise zwischen Kapiteln erfolgen dreistellig. Die erste Stelle gibt jetzt das Kapitel an, die zweite den
Abschnitt innerhalb dieses Kapitels und die dritte die Nummer des Objekts, z.B. verweist (3.2.5) auf
dieselbe Gleichung wie zuvor.

e Eine Umgebung setzen wir, soweit nicht anders vermerkt, immer als offen voraus.

e Mit (M,g) bezeichnen wir, soweit nicht anders vermerkt, eine glatte endlich-dimensionale
geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit, f bezeichnet eine glatte Morse-Funktion auf M.

979 —



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem ersten Kapitel sollen die, dieser Arbeit zugrundeliegenden, Ideen und Aspekte der Theorie
der gewdhnlichen Differentialgleichungen, der Morse-Theorie, sowie der Theorie der dynamischen
Systeme sowohl referiert, als auch einige fiir uns wichtige Folgerungen aus ihnen hergeleitet werden.

In Abschnitt 1.1 "VEKTORFELDER UND FLUSSE” behandeln wir die, durch ein Vektorfeld X
auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M™, gegebene Differentialgleichung &(¢) = X(x(?)). Losungen
dieser kénnen, wegen der Kompaktheit von M, auf ganz R:=RU{+ oo} fortgesetzt werden. Wir
fiihren die Begriffe der Hyperbolizitit und Nichtdegeneriertheit von Singularititen von Vektorfeldern
bzw. Fixpunkten von Diffeomorphismen ein und zeigen, dafl deren Anzahl fiir kompaktes M endlich ist.

In Abschnitt 1.2 "MORSE-THEORIE” definieren wir zunichst den symmetrischen (0,2)-Hesse-
Tensor Hf( -, +) als das zweite kovariante Differential von f € C"(M,R), r > 2. Fiir einen kritischen
Punkt p von f definieren wir dann eine Matrix H{j und zeigen

HI(X,Y)= <DVf(p)X,Y > =X'HIY XY €T M.

Wesentlich fiir die Wohldefiniertheit des Morse-Witten Komplex in Kapitel 3, ist das Resultat: Eine
Morse-Funktion auf einer kompakten Mannigfaltigkeit besitzt nur endlich viele kritische Punkte. In
diesemn Abschnitt werden auflerdem wichtige Ergebnisse, wie das Morse-Lemma, sowie die starken und
schwachen Morse-Ungleichungen zitiert.

In  Abschnitt 1.3 "GRADIENTENFLUfS UND (IN)STABILE MANNIGFALTIGKEITEN”
diskutieren wir spezielle Figenschaften eines, durch ein Gradientenvektorfeld — Vg, erzeugten Flusses (g
ist langs Orbits monoton fallend, Vg ist orthogonal zu Niveauflichen von g und ein Orbit schneidet
eine Niveaufldche von g hochstens ein mal). ITm Fall einer Morse-Funktion f bestehen die "Enden”
eines Orbits aus je genau einem kritischen Punkt von f. Das Ziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, daf
die Mengen aller Punkte von M, die im limes {—oco in eine Singularitit p von f hinein- bzw.
herausflieBen (die sogenannte stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit von p), Untermannigfaltigkeiten
von M sind. Fiir eine allgemeine Funktion ¢ sind diese ndmlich lediglich in M immersierte Mengen.



Kap. 1 Grundlagen 1.1 Vektorfelder und Fliisse

1.1 Vektorfelder und Fliisse

Im ersten Teil dieses Abschnitts "DER FLUf EINES VEKTORFELDES” soll dieser Begriff
eingefithrt und diskutiert werden. Im Falle einer kompakten Mannigfaltigkeit M", stellt es sich heraus,

daf die Losungen des AWP’s

H(1) = X(a(t)
x(0) = x

auf ganz R:=RU{ £ o0} fortgesetzt werden konnen. Die Familie von Zeit-t-Abbildungen {net, c st
in diesem Fall eine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen.

Im zweiten Teil "LINEARE VEKTORFELDER” zeigen wir, daf} die Zeit-{-Abbildung eines
linearen Vektorfeldes L durch etV gegeben ist (Prop. 1.2). Das anschlieflende wichtige Resultat (Lemma
1.3) besagt, daB die Linearisierung Dy, (p) der durch ein Vektorfeld X erzeugten Zeit-t-Abbildung ¢,
an einer hyperbolischen Singularitidt p € M, gleich dem Exponential des linearisierten Vektorfeldes (mal
1) ist:

Depy(p) = ' PX

Der dritte Teil ist mit "HYPERBOLIZITAT UND NICHTDEGENERIERTHEIT” iiberschrieben.
Ein bekanntes Resultat, das in dieser Arbeit eine wichtige Position einnimmt, zitieren wir in Prop. 1.6:
Fin hyperbolischer linearer Isomorphismus A € GI(R™) gibt Anlafl zu einer eindeutigen Zerlegung
R'=F°@®FE" so dal A| , bzw. A| , kontrahierend bzw. expandierend wirkt. Die
Nichtdegeneriertheit von Singu?aritéiten von Y?f (bzw. von Fixpunkten von Diffeomorphismen) hat
deren Isoliertheit zur Folge (Lemma 1.9). Dies wiederum liefert, falls M kompakt ist, dal ihre Anzahl
endlich ist (Kor. 1.10). Dasselbe gilt natiirlich fiir den Spezialfall von hyperbolischen Singularititen
bzw. Fixpunkten.

DER FLUS EINES VEKTORFELDES

Zuerst soll die FluBabbildung erklirt und definiert werden, dies geschieht groBtenteils wie in [H,
Kap. 6.2].

Sei W C R™ eine offene Menge. Ein C"-Vektorfeld auf W ist eine C"-Abbildung ¢g: W —R"™. Fiir
1 <r < wist g lokal Lipschitz-stetig, deswegen gelten fiir das AWP (Anfangswertproblem)

(1.1) ¢(§;(2 . g,(i;(te))w

die bekannten Resultate iiber die (lokale) Existenz, Eindeutigkeit, maximale Fortsetzbarkeit und
Differenzierbarkeit von Ldsungen von gewShnlichen Differentialgleichungen (siehe z.B. [A]).
Es existiert also ein offenes Intervall J C R um 0 und eine C'"*Z-Abbildung

p: (J,0)— (W,x) ,

die (1.1) erfiillt. Falls ¢, : J —W eine weitere Losung von (1.1) ist, so folgt aus der Eindeutigkeit einer
Losung einer ODE (ordinary differential equation), dafl ¢ = ¢, auf J NJ;. ¢ und ¢, lassen sich also zu
einer Lésung von (1.1) auf JUJ; kombinieren. Wenn J das maximale Intervall ist, auf dem eine
Lésung ¢ von (1.1) existiert, so sind J und ¢ eindeutig festgelegt. Wir bezeichnen im folgenden dieses
maximale Intervall mit J(z) und mit

(1.2) e J(2) =W

die entsprechende Lésung von (1.1). Die C7*1_Abbildung ¢® heiBt Trajektorie des Vektorfeldes g, die
Menge ¢*(J(z)) C W heifit Orbit des Vektorfeldes g durch den Punkt z € W.

Sei Q:={(t,z) e RxW |t € J(x)}. Die C"-Abhéngigkeit der Losung des AWP’s (1.1) vom Anfangswert
vy =¢(0) impliziert, daB fiir alle (¢,2') € RxW, die geniigend nahe bei (¢,2) € Q liegen, gilt:
t' e J(x'); also (¥, 2") € Q. Anders ausgedriickt: € ist offen in RxW.

Die C"-Abbildung

Q — W

Y2
(1.3) (t, ) = p(t, ) := (1)

_9_



Kap. 1 Grundlagen 1.1 Vektorfelder und Fliisse

heifit der von g erzeugte Flu8f.

Sei P C W kompakt, x € W beliebig. ¢*(J(x)) N P ist eine kompakte Teilmenge von W. Das Urbild J p
dieser insbesondere abgeschlossenen Menge unter der stetigen Abbildung ¢%: J(z) — W ist zunichst
einmal abgeschlossen in J(x) beziiglich der Teilraumtopologie von J(x) CR:=RU{=4oc}. Die
Abgeschlossenheit in R ergibt sich folgendermaBen : Sei J(x) # R, denn sonst sind wir fertig. Wenn Jp
in R nicht abgeschlossen wére, so gibe es eine Folge {tj}je mit ¢; € Jp und ty:=lim;_ 1, ¢ Jp.
Fiir jedes j €N ist ©*(t;) € P; wegen der Stetigkeit von ¢ gilt: lim,_  ¢*(t;) = ¢*(lim;_ t;) =
©*(ty) & P, da ty & J p. Dies ist aber ein Widerspruch zur Kompaktheit von P.

Sei nun z € P, so daff ¢%(t) € P fiir alle t € J(x), also Jp=J(x)=J(z)NR. Jp #0 ist nun zum

einen abgeschlossen in R, zum anderen jedoch als Schnitt zweier offener Mengen auch offen in R.
Hieraus folgt Jp = J(x) = R. Also gilt insbesondere:

(1.4) Falls der Orbit durch © kompakten Abschluff in W hat, dann ist J(z) =R.

Als néchstes brauchen wir den Begriff einer Mannigfaltigkeit (siehe z.B. [H, Kap. 1.1]). Sei M ein
topologischer Raum, der lokal hom6omorph zu R™ ist. Das heif}t es existiert eine offene Uberdeckung
U={U;};cp von M, sowie Hom&omorphismen {t,: U, —R"}, . ;. Ein Homdomorphismus ist eine
stetige Abbildung, deren Inverse existiert und ebenfalls stetig ist. Ein C"-Diffeomorphismus, r > 1, ist
ein Homomorphismus, der samt seiner Inversen r-fach stetig differenzierbar ist. Ein Paar (1;,U;) heifit
Karte von M, eine Menge von Karten ®:={(¢,,U;)}; <  heifit Atlas von M.

Zwei Karten (¢;,U;), (¢ ;,U ;) aus ® haben C"-Uberlapp, falls die Koordinatenwechsel

VA
Yo (UNU;) — 4,(U;NU )
1/%01/’]‘_1 s(U,NU ) — 4,(U;NU )
r mal stetig differenzierbar sind. Ein Atlas ® von M heifit C"-Atlas, falls jedes Paar seiner Karten C"-

Uberlapp hat. In diesem Fall existiert ein eindeutiger maximaler C"-Atlas ¥, der ® enthilt. ¥ heifit
auch CT differenzierbare Struktur. Das Paar (M, ¥) heifit n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit.

Wir wollen im folgenden nur n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeiten (M, ¥) betrachten, bei denen
M parakompakt und Hausdorffsch ist, sowie eine abzdhlbare Basis der Topologie besitzt.

Sei nun TM = {J , ¢ py T ;M das Tangentialbiindel von M (siehe z.B. [H, Kap. 1.2]), T ,M ~R"
ist der Tangentialraum an M im Punkt p. Ein Element von TM ist ein 2-Tupel (p,§), wobei p € M
und & € T,M ist. Die Projektion 7 ist folgende Abbildung

(1) Ty
Ein C"-Schnitt von T M ist eine C"-Abbildung

(1.6) s: M —-TM
so daf} gilt

(1.7) ros=1dy,

Jetzt wollen wir definieren, was ein C"-Vektorfeld auf M ist. Es sei M als geschlossen (d.h.
kompakt und unberandet) vorausgesetzt, da spiter in dieser Arbeit nur dieser Fall betrachtet wird. Ein
C"-Vektorfeld auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist ein C"-Schnitt X von TM.

Eine Losungskurve oder Trajektorie von X ist eine C'"*1-Abbildung n:.J — M, wobei J CR ein
offenes Intervall ist, so dafl gilt: #'(¢) = X(n(?)) fiir jedes ¢t € .J. Das AWP auf M

n'(t) = X(n(t))
n0)=p ,peM

kann jetzt mittels Karten auf das AWP (1.1) im R™ zuriickgefiihrt werden. Sei (1,,U;) eine Karte mit
p € U; und W :=14,(U;). Diese induziert durch den Diffeomorphismus +, ein C"-Vektorfeld

(1.8)

;! X Dy,
(1.9) g, - W — U, —» TU, — R"

2

auf W. Beachte, daB Di,(p): TpM—>|Rn fiir jedes p € U, ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Wir
_a_



Kap. 1 Grundlagen 1.1 Vektorfelder und Fliisse

sehen das so ein: Da v, ein Diffeomorphismus ist, existiert 1/)2»‘1 und es gilt:
1
viewim =1dy ) cre
Wir differenzieren beide Seiten :

(1.10) D(; 0%, () = Dy, | . o D(3b; ) | .= D(Id

!(q) vw)la= n

D1/)l»(p:1/)l»‘1(q)) besitzt also eine Inverse (D1/)i(p))‘1:D1/)i‘1(q:1/)ip) und ist somit ein

Isomorphismus.

Das AWP

i (1) = 9;((D))
¢i(0) = y(p)

hat nun, wie anfangs gezeigt, eine eindeutige Lisung gol»d’z(p) auf einem maximalen Intervall .J,(v;(p)).
Es gilt ¢, =1, on,, wobei 5,: J — M eine Lésungskurve von X durch p sei, mit 5,(J) C U,, denn

(1.12) P (1) = DYy 1 (0 (D)
= Dy |y 0y © XC1,(0)
= (DYl o Xo v o (1)
= g,(¢;(1))
©(0) =¥, 0m,(0) =,(p)

Wir erhalten also die Lésungskurve n,:J.(p):=J;(¥;(p))—U, von X durch p, indem wir die
Trajektorie gpid’i(p) mit dem Diffeomorphismus 1/)2»‘1 verkniipfen :

(1.13) n=v; " op; s Ji(Wip) = U;C M

Im Falle J,(p) #R finden wir ein ty € J,(p) mit n,(ty) €U fiir eine Karte (1/)], ]), Jj#i. Jetzt
betrachten wir das AWP

(1.11)

1y (t) = X(n;(1))

n;(t) = n;(to)
und setzen dann die beiden Lésungen 7, und 1; (welche auf J,(p)N J ;(1;(t)) identisch sind) zu einer
Losung  n;;: J,(p)UJ ;(n,(ty)) =U,UU; eindeutig fort. Dieses Verfahren bricht, aufgrund der
Kompaktheit von M, nach endlich Vlelen Schritten ab und wir erhalten die CT+1—Tra.Jektor1e von X
(1.15) nP()=n(p) : J(p) = M

mit n(0) = p und 7'(t) = X(n(1))

Da M kompakt ist, folgt dafBl der Orbit durch p € M kompakten Abschlufi hat. (1.4) liefert nun:
J(p) =R. Also gilt
(1.16) Q={(t,p)eERxM|tcJ(p)=R}=RxM

(1.14)

Der FluB von X ist die C"-Abbildung
n:Q=RxM—-M
(t,p) = n(t, p)
In der t-Variablen ist n(-,p) =nP(-) C"*1, wie zuvor gezeigt; die p-Abhingigkeit von 7 ist von der
Klasse (", da sie die C"-Abhéngigkeit des AWP’s (1.14) vom Anfangswert 7;(t,) wiederspiegelt; diese

wird wiederum auf die C"-Abh&ngigkeit des AWP’s (1.11) von dessen Anfangswert zuriickgefiihrt, was
— wie am Anfang erwdhnt — ein bekanntes Resultat fiir ODE’s darstellt.

(1.17)

Fiir eine geschlossene Mannigfaltigkeit M ist nun, fiir jedes t€R, n,: M—=M ein C'-
Diffeomorphismus. Zum Beweis geben wir einfach die Inverse von 7, an:

(1.18) ()" =,
Dal n_,on,=1Id,,; gilt, folgt aus dem Existenz- und Eindeutigkeitsresultat fiir Lésungen von ODE’s,

a4
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sowie der Geschlossenheit von M (da M keinen Rand besitzt, fiihren Trajektorien weder aus M heraus
noch in M hinein; das ist fiir die Bijektivitdt von n, entscheident).

Die Abbildung
R — Dif f"(M)
t=(t, ) =mn,(+)

ist insbesondere stetig. Die Familie {nt} R stellt eine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen
dar. Die Gruppenwirkung ist die Komp051t10n von Diffeomorphismen

o: Dif f"(M)x Dif f"(M) — Diff"(M)
(nt7775) = 771:0775:777,‘-/-5

(1.19)

(1.20)

Fin Vektorfeld heifit vollstindig integrabel, falls J(p) = R fiir alle p € M. Jedes Vektorfeld auf

einer geschlossenen Mannigfaltigkeit ist also vollstdndig integrabel.

LINEARE VEKTORFELDER

E"(M) bezeichne wie {iblich die Menge der C"-Vektorfelder auf M, (M) sei die Menge der glatten
(C*°-) Vektorfelder auf M. Fiir M = R"™ kann die Menge der linearen Abbildungen von R™ nach R”
L(R™) als Teilmenge von X"(R") aufgefaBt werden. L(R™) ist dann gerade die Menge der linearen
Vektorfelder auf R™. Ein Punkt pe M mit X(p)=0 €T ,M heifit Singularitdt des Vektorfeldes
X € X'(M). Es ist klar, daB p ein Fixpunkt der durch X erzeugten Zeit-t-Abbildung n, € Dif f"(M)
ist.

Zunidchst wollen wir eine einfache Art von Vektorfeldern betrachten, ndmlich die linearen

Vektorfelder. Mehr Details finden sich in [Ar] und [PdM, Kap. 2, Abschn. 2].

L(R™) ist ein Vektorraum mit der iiblichen Operatornorm
ILl:=sup{ll Loll ;s v =1}
Fiir L € L(R") ist die Summe )72, LF/k! konvergent in L(R™), also ist die Abbildung
(1.21) Ezp: LR™) — L(R™)

x
L — Fap(L Z
k=0

?r|,_.

wohldefiniert; sie heifit Exponentialabbildung. Es gilt das

Lemma 1.1 [PdM, Kap. 2, Lemma 2.2] Sei a:R— L(R") definiert durch «(t) =t mit LesR?),
t € R, dann ist o differenzierbar und es ist o/(t) =Letl

BEWEIS Sei a,,(1):= —|—tL—|— L2 +. —|— Lm a,, ist als Polynom in ¢ mit Koeffizienten aus R2”
differenzierbar in t; wir erhalten

o ()= L4tl 4. .+ = L (1)
() = A e L = Ly

a,,(t) konvergiert auf beschrdnkten Teilmengen von R gleichméBig gegen etL, wir kénnen also Limes
und Differentiation vertauschen; es ergibt sich

(1) = alt) = 7 fim (1)

= lim 2o, ()= lim Lo, (t)

T m—co at

:Lngi_moo a, (t)=1L lim «a,(t)

m—oo

=Ll O
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Es gilt folgender Zusammenhang zwischen einem linearen Vektorfeld L € L(R™) und dem davon
erzeugten (linearen) Flufy:

Proposition 1.2 [PdM, Kap. 2, Prop. 2.3] Sei L ein lineares Vektorfeld auf R™. Dann ist die Abbildung
¢: RxR" —=R", definiert durch ¢(t,z) :=etly, der vom Vektorfeld L erzeugte Flup.

BEWEIS Nach Lemma 1.1 ist die Abbildung ¢+— '’ differenzierbar; da e’ € L(R™) ist, gilt

(1.22) Letly = D(e™)(@)o L Id@) = D(e)(@)o = D(e)@) € LR

Die Kettenregel liefert nun aus der partiellen Differenzierbarkeit von ¢ nach den beiden Variablen ¢
und z die Differenzierbarkeit von ¢. Weiter gilt

2l a tL
TRAUE), :Eet T

= Loetly , Lemma 1.1
= Lop(tx)

o(0,2) =z
= =z

=z ,VreR™ O

Jetzt wollen wir den Zusammenhang zwischen der Linearisierung Dy, (p), der von einem Vektorfeld
X erzeugten Zeit-t-Abbildung Qf(tv und der durch die Linearisierung DX (p) des Vektorfeldes erzeugten
(linearen) Zeit-t-Abbildung e DX(») yntersuchen. Es gilt das

Lemma 1.3 Sei X €X' (M), r> 1, und p €M sei eine Singularitit von X. Fiir festes t€R sei
o, € Dif f'(M), die von X erzeugte Zeit-t-Abbildung. Dann gilt

(1.23) Dy, (p) = " DX/

BEWEIS ¢, erfiillt, wie zu Anfang dieses Kapitels ausgefiihrt, die ODE (1.8) %gpt = X o p,; weiter gilt
wo=1dy;. Dy, € C™HTM, TM) wird der zu ¢, gehérige TangentialfluB genannt; es ist
Do (q,8) = (¢, ¢, Dpy(q) €). Weil p eine Singularitdt von X ist, gilt ¢,p = p, und Dg,(p) wird zu
einem linearen Isomorphismus auf 7' )M ~ R", d.h. Dg,(p) € GI(R™) C L(R").

Sei £ €T ,M und c € C’l(( —1,1), M) mit ¢(0) = p und ¢’(0) = £. Es gilt

9 Dep) =2 L e, 2
= feem) g Sehwars
=L (Xop) (e |,og - (18)
= DX (g, c(0)) o Dep,(c(0)) ¢'(0)
= DX(p)oDyp,(p)¢
Sei nun x(t):= Dy, (p) &, A:=DX(p), dann erhalten wir das vertraute lineare System von ODE’s
&= Ax

2(0) = Dpy(p) € = D(Idp)(p) = €=¢
Dieses besitzt die Lésung

t- DX
l‘(t) — 6tAl‘ —e (p)g
Zusammen mit der Definition von l‘(t), fOlgl nun

Do (p)é=e"PXP e veeT M,

also gilt
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Dipy(p) = ' PXO) O

Bemerkung 1.1 i) Es ist in obigem Lemma entscheident, dafl p eine Singularitdt von X, und damit ein
Fixpunkt von ¢,, ist. Sonst wére ndmlich %Dgpt(p) =DX(p,p)oDp,(p), wobei jetzt der Term
DX(p, p) von t abhéngig ist. Die ODE verliert also ihre einfache Gestalt und ist nicht mehr mittels
der Exponentialabbildung lésbar.

ii) Das Lemma besagt, daff folgendes Diagramm kommutiert

Zeit-t-
xm) 2 pifron)

(124) Linear. bei Sing. pl lLinear. am FP p
LT, M) = GIT,M)
t-Abb.

Die Eigenwerte von I € L(R"™) sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Wenn wir auch
komplexe Nullstellen zulassen, so erhalten wir n Nullstellen (gezdhlt mit algebraischer Vielfachheit),
diese bilden das komplexe Spektrum Spec (L) von L. Spéter brauchen wir das Resultat

Proposition 1.4 [PdM, Kap. 2, Prop. 2.7] Sei L € L(R™) und A € Spec (L), dann ist e € Spec (eL)
und die algebraischen Vielfachheiten von A und e sind gleich.

HYPERBOLIZITAT UND NICHTDEGENERIERTHEIT

Jetzt wollen wir uns mit einer speziellen Art von Vektorfeldern und Diffeomorphismen néher
beschéiftigen, ndmlich mit sogenannten hyperbolischen Vektorfeldern und Diffeomorphismen. Bekannte
Resultate werden ohne Beweise zitiert; diese, sowie mehr Details finden sich beispielsweise in [PdM,

Kap. 2, Abschn. 2 und 3].
Fin lineares Vektorfeld L € £(R") heifit hyperbolisch, falls
(1.25) Spec (L)YN{E€C|Re(§)=0}=0

d.h. es liegen keine komplexen Eigenwerte auf der imaginidren Achse. Wir kénnen nun den Index von L,
als die Anzahl der Eigenwerte von L mit negativem Realteil definieren:

(1.26) Ind(L):=#{Eigenwerte A von L | ReA < 0}
Fin linearer Isomorphismus 4 € GI(R") heifit hyperbolisch, falls
(1.27) Spec (A)NS =9

(wobei S'c C der Einheitskreis ist), d.h. A hat keine komplexen Eigenwerte vom Modulus 1 (vom
komplexen Betrag 1).

Proposition 1.5 Sei L ein lineares Vektorfeld auf R™ und t € R0, dann sind dquivalent :
i) L ist ein hyperbolisches Vektorfeld.
i) @, = etl e GIU(R™) ist ein hyperbolischer Isomorphismus.

BEWEIS Seien Aq,...,A, die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von L, dann sind tA;,...,tA,
die Eigenwerte von tL (und umgekehrt), denn

(tL)&; = UL &) =t(X; &) = (TA) &
wobei ¢; ein Eigenvektor zum Eigenwert A, ¢ € {1,...,n}, sei. Nach Prop. 1.4 gilt nun:

A A
tAy,.. o tA, € Spec (tL) = el 1,...,et n e Spec (etL)
Seien umgekehrt :\1,...,:\n65pec (etL), dann ist (Xl,...,Xn) = (et)‘l,...,et)\n), wobei tA,..., 1A, die
Eigenwerte von ¢L sind. Auch dies folgt aus Prop. 1.4: Sei ¢A; Eigenwert von tL, so ist et Eigenwert
von etL, t=1,...,n. Da etf genay, n (nicht notwendig verschiedene) Eigenwerte A; besitzt, folgt die

Gleichheit (A;,...,A,) = (¢"1,...e"n).
_7_
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Damit haben wir gezeigt
Apseen A, EWvon L & tA,..,tA EWvon tL <« et)‘l,...,et)‘n EW von et”
Die zu zeigende Aquivalenz von i) und ii) folgt nun aus der offensichtlichen Aquivalenz

. o - . o - tA tA
Afs.- A, nicht rein imagindr < tA,...,tA nicht rein imagindr << e’1,..,¢ ngsl. O

Fiir lineare hyperbolische Isomorphismen gilt das wichtige Resultat

Proposition 1.6 [PdM, Kap. 2, Prop. 2.9 und 2.10] i) Sei A € GI(R™) ein hyperbolischer linearer
Isomorphismus, dann existiert eine eindeutige Zerleqgung R™ = E* @ EY, so daff E® und E"* A-invariant
sind, und so daff die Figenwerte von A® ::A|E5 und A" ::A|Eu gerade den Eigenwerten von A vom
Modulus kleiner bzw. grofier als 1 entsprechen. E® bzw. E™ heiffen stabiler bzw. instabiler Unterraum
des R™ beziiglich A.

i) Sei A wie in i), dann existiert eine Norm | - 1, auf R", so daff ||A5||1 < 1 und H (A“)‘IHI < 1. D.h.
A? ist eine Kontraktion und A" eine Ezpansion.

Sei z € E* C R", dann folgt mit | L¥| <[ LII*, L € L(R™),

(.29 i L4 < fi 41, =0
n—oo n—0oo
da |l A* ”1 < 1. Da je zwei Normen auf R™ dquivalent sind, gilt limn—wo” (4%)" || = 0 fiir jede Normy -,
auf R™. Analog gilt
(1.29) pdim A 7 =0
Weiter ist
(1.30) =l =] <fant ] el
woraus folgt
" 1 H((Au) 1)nH1 H (Au)-IHIn
1
> 1
| [T,
Analog gilt
(1.32) [l "=

Fiir die Wirkung von A auf R™ haben wir qualitativ ein Bild, wie in Figur 1.1.

ES

EU

Figur 1.1

Da im folgenden von der Differentiation auf Mannigfaltigkeiten Gebrauch gemacht wird, wollen wir
zunéichst ein paar Worte iiber das Symbol D verlieren, siche [O’N, Kap. 3, "The Levi-Civita
connection”].

D  mit zwei Fingdngen, also D_.-:X(M)xX(M)—X(M), bezeichnet den Levi-Civita
_Q_
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Zusammenhang der Mannigfaltigkeit M. Fiir M = R" ergibt sich die iibliche Differentiation auf dem
R"™; d.h. fiir V,W € (M) gilt

i Qwk i 10k k

= duw(v'9,) 0, = V(wk) 9,

Sei jetzt M wieder irgendeine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dy W heifit kovariante Levi-Civita
Ableitung, sie erfillt

(1.34) Dyf=V[f (:=df(V)) ,VfeF(M).

F(M) bezeichnet den Ring der glatten reellwertigen Funktionen auf M. Dy, kann auch auf beliebige
(r,s)-Tensoren A € T,(M) angewendet werden, siche [O’N, Kap. 2,” Tensor derivations”].

D gefolgt von einem (r,s)-Tensor A, also DA mit A€ I (M), bezeichnet das kovariante
Differential des Tensors A. Es ist DA € I, (M) und es gilt

(1.35) (DAY (0Y,...,0", X ,...X V)= (DyA)@0"..,00,X,...X,) ,

fir alle V, X, € X(M) und 07 € £(M). E*(M) bezeichne dic Menge der 1-Formen auf M. Im
Spezialfall r =s =0, d.h. fiir den Fall einer Funktion fé& F(M)= qg(M), ist das kovariante
Differential von f gerade das iibliche Differential df € ¥*(M), denn

(1.36) (DF)V)=Dyf =Vf=df(V) ,VV e€XM).

Wenn f: M —N eine C"-Abbildung ist, r>1, so bezeichne Df:TM—TN die
Tangentialabbildung Df(p,€):=(f(p),Df(p)&), Df(p)€ ist die iibliche Linearisierung der Darstellung
von f in Karten von M und N am Punkt p in Richtung von &.

Welche Bedeutung D im Einzelfall hat, ist aus dem Kontext zu entnehmen.

Jetzt soll der Begriff der Nichtdegeneriertheit von Singularitdten und Fixpunkten eingefiihrt, sowie
die Hyperbolizitdt vom linearen auf den allgemeinen Fall erweitert werden.

Fine Singularitdt p € M eines Vektorfeldes X € £"(M), r > 1, heifit nichtdegeneriert, falls
(1.37) DX(p): T ,M—T, M
Null nicht als Eigenwert besitzt.

Fin Fixpunkt p € M eines Diffeomorphismus ¢ € Dif f"(M), r > 1, heifit nichtdegeneriert, falls
(1.38) Di(p): T ,M —T M
Fins nicht als Eigenwert besitzt. Dies ist dquivalent zu Det(Dd(p)— ) # 0.

Diese Definitionen sind kompatibel im Sinne der

Proposition 1.7 Sei X € X" (M), r> 1, t e R|{0}, dann sind dquivalent :
i) p ist eine nichtdegenerierte Singularitit von X.
it) p ist ein nichtdegenerierter Fizpunkt der von X erzeugten Zeit-t-Abbildung o,.

BEWEIS Nach Lemma 1.3 ist Dy, (p) = el X)) Gejen Ay A, die (nicht notwendig verschiedenen)
Figenwerte von DX (p) (& t/\l,...,t/\ﬁ sind dje Eigenwerte von ¢, siche Bew. von Prop. 1.5), dann
sind wie im Beweis von Prop. 1.5 e 1,...,et n genau die Kigenwerte von et PX(2) ynd damit von
Dy, (p). Fiir t e R\ {0} gilt nun

tA

Apad, 0 o MMz O

Wichtig in Abschnitt 1.2 iiber Morse-Theorie ist das Resultat iiber die Isoliertheit eines
nichtdegenerierten Fixpunktes oder einer nichtdegenerierten Singularitdt p. D.h. man findet eine offene

_ Q9 _
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Umgebung U(p) in M um p, so daBl p der einzige Fixpunkt bzw. die einzige Singularitdt in U(p) ist.
Zum Beweis brauchen wir das bekannte

Theorem iiber inverse Funktionen 1.8 [H, Appendiz, Thm. A.7] Sei U CR"™ offen und f € C"(U,R"),
r>1. Falls Df(p) € L(R™) ein Isomorphismus ist, dann ist f lokal um p ein C"-Diffeomorphismus.
D.h. es existieren Umgebungen V CU won p und W CR"™ wvon f(p), sowie eine C"-Abbildung
g: W=V, sodaf gilt: go f = 1Idy und fog=Idy.

Da dieses Theorem offensichtlich lokaler Natur ist, 148t es sich miihelos auf den Fall U C M und
fFeC"(U,N), wobei M und N Mannigfaltigkeiten sind, {ibertragen.

Lemma 1.9 i) Fin nichtdegenerierter Fizpunkt p eines Diffeomorphismus 0 € Dif f' (M), r > 1, ist
wsoliert.
i1) Eine nichtdegenerierte Singularitit p eines Vektorfeldes X € X"(M), r > 1, ist isoliert.

BEWEIS i) Sei (,U) eine Karte von M mit p € U und z:=1(p) €R™ Sei U C U eine hinreichend
kleine ~ Umgebung  von  p, so daB  O(U)CU. Dann  ist die  C"-Abbildung
Yooy i R" D P(U)— o d(U) CR™ ein Diffeomorphismus. x ist ein nichtdegenerierter Fixpunkt
von Yoot !, denn

Yodoyl(z)=1vodog(Y(p) =vod(p)=¢(p) ==
und
Det(D(pod oy )@y~ ) = Det( Dy(p)[DI(p)— DY (x))
= Det Dij(p) - Det( DY(p)— )-(Det Dij(p) )™’
= Det(Dd(p)— )
£0

Die zweite Gleichung folgt mit (1.10) und Det A™! = (Det A)™.

Sei F e C"(¢p(U),R™) definiert durch F(y):=(¢odo 1/;'1)(31) —y. Dann ist F(z)=2—2=0 und
DF(z)=D(podo)w)— . Also ist F wegen Det(DF(z)) # 0 lokal um z ein Diffeomorphismus,
also insbesondere ein Isomorphismus. D.h. wir finden Umgebungen V C ¢(U) C R"™ von « und W C R"”
von F(x) = 0 bezliglich denen F invertierbar ist. F! bezeichne diese Inverse.

Sei Z:={y €V |F(y) =0}, wihle y € 7. Es ist

y = F1oF(y) ,FloF =1dy
=F0) L YEZ
=

Also ist z der einzige Fixpunkt von ¥ odo v 1in V. Es gilt
(Yodoyp H@y=2 ,nurfirzecV
@ I (@) = ¢ (2)
o d(p)=p ,nurfiir p e (V).
Also ist p der einzige Fixpunkt von ¥ in der Umgebung 1/)'1(V) C M von p.

ii) Wir nehmen an, die nichtdegenerierte Singularitit p sei nicht isoliert, d.h. wir finden keine
Umgebung U von p, so dal p die einzige Singularitdt in U ist. Sei ¢, der von X erzeugte
Diffeomorphismus. Da jede Singularitdt von X genau einem Fixpunkt von ¢, entspricht, ist p in keiner
Umgebung U von p der einzige Fixpunkt. Da jedoch nach Prop. 1.7 p ein nichtdegenerierter Fixpunkt
von ¢, ist, existiert nach i) eine Umgebung von p, in der p der einzige Fixpunkt von ¢, ist; ein

Widerspruch. O

Fine Singularitit p € M eines Vektorfeldes X € £"(M), r > 1, heilt hyperbolische Singularitit,
falls

(1.39) DX(p): T ,M—T, M

— 10 —
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ein hyperbolisches lineares Vektorfeld ist; falls also die (méglicherweise komplexen) Eigenwerte von
DX(p) nicht auf der imagindren Achse in C liegen. Es ist klar, daff eine hyperbolische Singularitit eine
nichtdegenerierte Singularitdt ist. Wir definieren nun den Index einer hyperbolischen Singularitat
p € M, als den Index des hyperbolischen linearen Vektorfeldes DX (p):

(1.40) Ind(p):=Ind(DX(p)):=7# { Eigenwerte A von DX (p)| Rex < 0}

Wir nennen ein Vektorfeld X € X"(M) hyperbolisches Vektorfeld, falls alle Singularitidten von X
hyperbolisch sind. Sei v, die Anzahl der hyperbolischen Singularitidten von X vom Index k. Dann heift
(vgs..v,,) der Typ von X. Dieser ist aufgrund der Kompaktheit von M wohldefiniert (d.h. besitzt nur
endliche Eintrége), denn es gilt das

Korollar 1.10 Jedes nichtdegenerierte (und damit auch jedes hyperbolische) Vektorfeld X € £ (M),
r > 1, auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M besitzt hichstens endlich viele Singularititen.

BEWEIS Wir nehmen an X beséfle unendlich viele Singularititen {p;};2;, p,# p; fir i#j. M
kompakt impliziert nun die Existenz einer Teilfolge (selbe Bezeichnung), die gegen ein pe M
konvergiert :

. :0 .
0=1lim X(p;) = X(lim p;) = X(p)
11— 00 11— 00

Also ist p eine Singularitit von X, also nach Voraussetzung insbesondere hyperbolisch. Da p
offensichtlich nicht isoliert ist, haben wir einen Widerspruch zu Lemma 1.9. O

Fin Fixpunkt p € M eines Diffeomorphismus ¢ € Dif f"(M), r > 1, heifit hyperbolischer Fixpunkt,
falls
(1.41) Di(p): T, M —T M

ein hyperbolischer Isomorphismus ist, falls also die (mdéglicherweise komplexen) Eigenwerte von Dv(p)
nicht auf S'cC liegen. Damit ist wiederum klar, dafl ein hyperbolischer Fixpunkt ein
nichtdegenerierter Fixpunkt ist. Es ergibt sich qualitativ ein Bild wie in Figur 1.2.

- N - N

Fixpunkte von 4. Singularitéiten von X.
nichtdegenerierte nichtdegenerierte
Fixpunkte Singularitéten
von 8. von X.

hyperbolische hyperbolische

Fixpunkte Singularitéten
von ¥, von X
o / o
Figur 1.2 ¥ Diffeomorphismus auf M X Vektorfeld auf M

Wir haben wieder Kompatibilitdt im Sinne der

Proposition 1.11 Sei X € X" (M), r> 1, und t € R0, dann sind dquivalent :
i) p ist eine hyperbolische Singularitit von X.
it) p ist ein hyperbolischer Fizpunkt der von X erzeugten Zeit-t-Abbildung ¢,.

BEWEIS Seien Aq,..., A, die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von DX (p). Im Beweis von
Prop. 1.5 wurde gezeigt

Aseend, EWvon DX(p) & tA,..,tA, EW von t- DX(p)
11
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tA

tA .
& el e n EW von e’ DX(r)

Dey(p)
Offensichtlich gilt fiir ¢t € R\0
Afs++ A, nicht rein imagindr < tA,...,tA nicht rein imagindr < et)‘l,...,et)‘n ¢ stcc

Hieraus folgt die behauptete Aquivalenz. O

_ 19 —
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1.2 Morse-Theorie

In diesem Abschnitt sollen diejenigen grundlegenden Resultate der Morse-Theorie aufgefiihrt
werden, die fiir diese Arbeit relevant sind. Dies sind, neben dem Begriff der Morse-Funktion, das
Morse-Lemma sowie die Morse-Ungleichungen. Letztere schaffen einen Zusammenhang zwischen der
Anzahl kritischer Punkte einer speziellen Art von reellwertigen Funktionen — namlich Morse-
Funktionen — auf einer Mannigfaltigkeit M, sowie der Topologie von M.

Zuerst wird jedoch die Hessesche HY( -, -) einer Funktion ¢ € C"(M,R), r > 2, definiert. Diese ist
ein symmetrischer (0,2)-Tensor. Sei p € M mit Vg(p) =0, dann stellen wir HI(-, -) mittels einer
symmetrischen Matrix HY € Mat(n,R):= {reelle (nxn)-Matrizen} dar:

HIY(X,Y)= < DVg(p)X,Y > =X'HIY X, YeT M.

Wir zeigen, dafl die Eigenwerte von HJ mit denen von DVg(p) iibereinstimmen, und dafi (im Falle
eines nichtdegenerierten kritischen Punktes p) die Anzahl der negativen FEigenwerte mit Indf(p)
tibereinstimmt. Als eine direkte Konsequenz aus Prop. 2.2 (p nichtdegenerierter kritischer Punkt von ¢
< p hyperbolische Singularitdt von Vg) und Lemma 1.9 erhalten wir: Eine Morse-Funktion auf einer
kompakten Mannigfaltigkeit M besitzt nur endlich viele kritische Punkte (Prop. 2.5).

Wir beschrdnken uns in diesem Abschnitt wieder auf eine geschlossene differenzierbare
Mannigfaltigkeit M™ endlicher Dimension n.

Wir nehmen an, M habe eine glatte Riemannsche Metrik §, d.h. gp: TpMXTpM — R ist fiir jedes
p € M eine symmetrische positiv definite Bilinearform auf TpM, diese hingt glatt vom Fulpunkt p ab.
Diese Annahme ist (aufgrund der Kompaktheit von M) leicht zu rechtfertigen, denn aus einer
Uberdeckung von M mittels Karten, sowie einer untergeordneten Zerlegung der Eins (siche (A.27)),
konnen wir uns leicht, aus den vom R”™ in den Kartengebieten induzierten Metriken, eine Metrik auf
ganz M basteln. Fiir jedes p € M ist also < -, - >:=j(p)(-, -) ein inneres Produkt auf T,M ~ R™,
|[€]:= <&,&> 1/2 it ¢ €T, M ist die zugehdrige Norm.

Aus der linearen Algebra wissen wir, dafl ein (endlich-dimensionaler) Vektorraum und sein
Dualraum isomorph sind. Zu jeder linearen Abbildung A: T,M— R existiert ein eindeutiger
Tangentialvektor {, € T' )M, so daB fiir alle ¢ € T' M gilt: AQ) = <&y, (>, d.h.

(2.1) A-)= <&y, - >
Dies ist der Rieszsche Darstellungssatz fiir lineare Funktionale. £, heifit der zu A duale Vektor.

Die Abbildung A+— &, ist ein linearer Isomorphismus von (TpM)"< nach TpM. Thre Inverse f»—>A€
liefert zu jedem & € TpM die lineare Abbildung

(2.2) /\5(-): <& >

Sei g € C’TH(M,IR), r > 1. Das Differential Dg(p): T,M—R von g an der Stelle p € M ist eine
lineare Abbildung von 7' M nach R. Den zu Dyg(p) dualen Vektor bezeichnen wir mit Vg(p) € r,M
oder mit grad g(p). Auf diese Art und Weise kénnen wir jetzt jedem p € M den Tangentialvektor
Vy(p) ETpM zuordnen und erhalten das C"-Vektorfeld Vg, es heiflt Gradientenvektorfeld. Dieses
hdngt nach Konstruktion von der Riemannschen Metrik g ab.

Die Hessesche HY einer Funktion g € C"(M,R), r > 2, ist deren zweites kovariantes Differential,
d.h. H9 = D(Dy). Es gilt das

Lemma 2.1 [O°N, Kap. 3, Lemma {9] Die Hessesche H9 von g ist ein symmetrischer (0,2)-Tensor. Es
gilt fir XY € (M)

(2.3) HI(X,Y)=XYg—(DxY)g= <Dx(Vg),¥Y >
BEWEIS Es ist HI(X,Y)=D(Dg)(X,Y) , per definitionem
:D(dg)(X,Y) » Dg=dg VgEG.F(M), (136)
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= Dy (dg) (X) , Def. des kov. Diff. , (1.35)
=Y (dg(X))—dg(DyX) , Produktregel
=YXg—-(DyX)yg ,dg(X)=Xg, (1.34)

Aus der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs D
XY -YX=[X,Y]=DyxY - DyX
folgt
XY -DyY =YX-DyX
Dieses impliziert die Symmetrie von HY. Damit ist
HIX,)Y)=XYg—(DxY)g

= X(dg(¥)) — dg(DxY)

=X <Vg,Y> - <Vg,DyY >

= <DxVg,Y >+ <Vg,DxY > - <Vg,DyY >

= < DxVg,Y >

Die zweite bzw. dritte Gleichheit folgt aus der Definition von dg bzw. von Vg, die vierte aus der
Kompatibilitdt des Levi-Civita-Zusammenhangs mit dem inneren Produkt. O

Sei p € M beliebig und sei {&;,...,¢,} eine Basis von 7' M. Wir kénnen nun die symmetrische
Bilinearform HY(-, -): T ,MxT,M—R mit Hilfe der symmetrischen Matrix Hz (genannt Hesse-
Matrix)

(2.4) (HY); = HI(E, &) i €{1,..,n}

darstellen :

(2.5) HI(X,Y)= Hg(X’Ei,ijj) = ZXinHg(fi,&fj) =3 X ZYJ(Hg)ij
1,7 7 7

; t
= ZX’(H]{{,Y)Z:X HYY |, X,YET,M .
2

Die Symmetrie von Hg folgt aus der Symmetrie von HI(-, -):

(2.6) (HY),;=HI(E;,€5) = HI(E;,6) = (HY);
Wir betrachten jetzt die lineare Abbildung DVg(p): TpM — TpM, diese ist selbstadjungiert :

Sym. von Lemma (2.3)

.. 2.3

(2.7) < X, DVg(p)Y = =% DVy(p) V. X > D a9y, )2 19X, V) E) < DVg(p) X,V >
= <X,(DVygp)'Y> VX, YeT M,

also gilt DVg(p) = (DVg(p))*. Aus der Selbstadjungiertheit folgt nun:

(2.8) Spec (DVyg(p)) CR
und
(2.9) 3 ONB (Orthonormalbasis) {(y,...,¢,,} aus Eigenvektoren von DVy(p) .

Aus der Symmetrie der Matrix Hg kénnen wir bereits schliefen, dafl ihre Eigenwerte reell sein miissen.
Es gilt sogar:

(2.10) Spec (Hg) = Spec (DVyg(p))
Wir sehen das folgendermaBen ein: Beziiglich der ONB {¢y,...,¢,,} hat HY Diagonalgestalt, denn es gilt
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also

(2.12) HYI = , mit {Ay,.., A} = Spec (DVy(p)) .

0 A

n

Die Eigenwerte einer Matrix sind invariant unter Basis-Transformationen und stehen im Fall einer
Diagonalmatrix auf deren Hauptdiagonalen. Also besitzt HY die Eigenwerte {A;,..., A, }.

Sei h: M — N eine C"-Abbildung, » > 1, zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N. Ein Punkt
p € M heif}t regularer Punkt, falls

(2.13) Dh(p): TpM—>Th(p)N

surjektiv ist, andernfalls heifit p kritischer Punkt. Ein Punkt ¢ € N heif}t regulirer Wert, falls
h_l(q) C M keine kritischen Punkte von & enthélt, andernfalls heifit ¢ kritischer Wert. Beachte: Im
Spezialfall ¢ ¢ I'm(h) ist h ™ 1(q) = P und q also ein regulirer Wert.

Sei nun p €M ein kritischer Punkt von ¢, d.h. Dg(p)=0 (& Vg(p)=0), er heifit
nichtdegenerierter kritischer Punkt von g, falls

(2.14) Det H #0

Dies ist dquivalent dazu, dafl Null kein Eigenwert von Hg ist, was nach (2.10) wiederum &quivalent
dazu ist, da Null kein Eigenwert von DVg(p) ist.

Der Morse-Index Indg(p) eines nichtdegenerierten kritischen Punktes p, ist gleich der Dimension
des grofiten Unterraumes U von r,mM auf dem Hg negativ definit ist, d.h. auf dem gilt :

(2.15) gHIE<0 ,VEeU.

An der Diagonalgestalt (2.12) von H?Y lesen wir ab: Ind (p) ist gleich der Anzahl der negativen

Eigenwerte von Hg, welche gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte von DVg(p) ist.

Sei k€{0,..,n} die Anzahl der negativen Eigenwerte von DVg(p), diese seien mit Ay,...,Ap
bezeichnet, ihre zugehérigen Eigenvektoren mit ¢;,...,(;. Sei t € R *, dann gilt (beachte: p ist jetzt ein
nichtdegenerierter kritischer Punkt)

. nd (p) = dim (max. von auf dem negativ definit 1st

2.16 I dg di UR TpM fd Hg gativ definit i
= ##{negative Eigenwerte von H} , Diag.gestalt (2.12)
= #{negative Eigenwerte von DVyg(p)} (= k) , (2.10)
= #{Eigenwerte von Dy, (p)=¢~ t-DVy(r) groBer Eins} , s. Bew. Prop. 1.5
=dim Span{(q,..., () , ¢; BV zu EW A,
=dimE" , Prop. 1.6 i) .

Analog ergibt sich
(2.16) n-— Indg(p) = #{positive Eigenwerte von Hg}
= #{positive Eigenwerte von DVyg(p)} (=n—k)
= #{Eigenwerte von D¢,(p) =€~ tDV9(p) Kleiner Eins}

= dlmSpClTL {Ck-l-l" . 7Cn}
=dimE?®

Im Fall eines nichtdegenerierten kritischen Punktes p, ist HY ein hyperbolisches lineares Vektorfeld,
denn seine Eigenwerte liegen nicht auf der imaginéren Achse, siehe (1.39). In diesem Fall gilt
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(2.18) Indg(p) =Ind(p) ,
wobei Ind(p) in (1.40) definiert wurde.
Proposition 2.2 Sei g € C’TH(M,IR), r> 1, und p € M, dann sind dquivalent :

i) p ist ein nichtdegenerierter kritischer Punkt von g.
i) p ist eine hyperbolische Singularitit des Vektorfeldes Vyg.

BEWEIS p € M ist ein nichtdegenerierter kritischer Punkt von g
i DetHJ #0.
< HY hat Null nicht als Eigenwert
< Die lineare Abb. DVyg(p): rM—-T.M hat keine rein imagindren Eigenwerte
&0 p st eine hyperbolische Singularitidt des Vektorfeldes Vg
Die dritte Aquivalenz folgt aus (2.8) und (2.10). O

Das folgende wichtige Resultat von Marston Morse besagt, dafl ¢ lokal um p die Darstellung
q(p) —1—% ¢t Hgg besitzt, d.h. die Taylor-Entwicklung 2. Ordnung

(2.19)  gop MO =g(p)+5E HIE |, (p,U) Karte um p, o =1 (0)=p , £ € o(U) CR",
ist exakt.
Lemma 2.3 (Morse-Lemma) [H, Kap. 6, Lemma 1.1] Sei p € M ein nichtdegenerierter kritischer Punkt

einer CTT2-Abbildung g: M —R, r> 1, mit Indg(p) = k. Dann ezistiert eine C"-Karte (¢,U) um p
(genannt Morse-Karte), so dafs gzlt
7

k
gop & i) Z + Y& = (&6 Ep(U) CR

z_k—I—I

Die Voraussetzung g € C'H'Q(M, R) kann abgeschwicht werden zu g € C’TH(M, R), siehe hierzu Aufgabe
1 in Abschnitt 6.1 von [H].
Proposition 2.4 Ein nichtdegenerierter kritischer Punkt p von g € C’TH(M,IR), r > 1, ist isoliert.

BEWEIS A Nach Prop. 2.2 ist p eine hyperbolische Singularitiat des Vektorfeldes Vg, also insbesondere
eine nichtdegenerierte Singularitit, und damit nach Lemma 1.9 ii) isoliert. O

BEWEIS B (unter Verwendung des Morse-Lemma) Sei (¢,U) eine Morse-Karte um p. Dann ist

7
(2:20) D(gog )& =D (9(p) zf + Y &)
i=k+1
= - 225615 + E 28, dg;
1=k+1
Bei der zweiten (Gileichheit geht ein, daf fiir die Koordinatenfunktionen §; gilt: D¢, = d¢,, wobei d das
iibliche Differential von Funktionen bezeichnet, siehe (1.34). Da nun {d¢;|i=1,...,n} eine Basis von

(r, M)Y* bildet ist die Summe genau dann gleich 0 € (TpM)*, wenn alle Koeffizienten gleich Null sind.
D. h D(g op” )(f) =0 ist dquivalent zu € = (0,...,0). Also ist p( = ¢ (0)) der einzige kritische Punkt
von ¢ in U. O

Eine Funktion f € C’TH(M,IR), r > 1, deren kritische Punkte alle nicht degeneriert sind, heif}t
Morse-Funktion. Die k-te Typenzahl v, =wvi(f) einer Morsefunktion f: M —R, M kompakt, ist
definiert als die Anzahl von kritischen Punkten p mit Morse-Index Indf(p) =k 0<k<n=DimM.f
hat dann Typ (vg,-...,v,). Die Kompaktheit von M ist entscheident fiir die Wohldefiniertheit dieses
Begriffs. Dies folgt aus der

Proposition 2.5 Fine Morse-Funktion f auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M besitzt nur endlich
_16 _
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viele kritische Punkte.

BEWEIS Wir nehmen an, f besdfe unendlich viele kritische Punkte {p,}?2,, p, # p; fiir i#j.DaM
kompakt ist, finden wir eine gegen ein p € M konvergente Teilfolge; fiir diese wahlen wir dieselbe
Bezeichnung {p,}72,. Es ist
=0
(2.21) 0=tlim Df(p;) =Df( limp;)=Df(p)
11— 11—

Bei der zweiten Gleichheit geht ein, daf Df nach Voraussetzung noch stetig ist. Also hidngt Df(q)
insbesondere stetig vom Fuflpunkt ¢ € M ab; der Limes kann hereingezogen werden und p ist somit ein
kritischer Punkt von f. Nach Voraussetzung ist nun p einerseits ein nichtdegenerierter kritischer Punkt
von f, andererseits aber offensichtlich nicht isoliert. Dies ist ein Widerspruch zu Prop. 2.4. O

Theorem 2.6 [H, Kap. 6, Thm. 1.2] Set N eine beliebige Mannigfalligkeit, dann ist die Menge der
Morse-Funktionen offen und dicht beziiglich der starken Topologie in C"(N,R), r > 2.

Fiir das Folgende werden Grundkenntnisse iiber singuldre Homologie-Theorie bendtigt, siehe hierfiir
beispielsweise [StZi] oder [DFN]. Die k-te singuldre Homologiegruppe eines topologischen Raumes X
mit Koeffizienten in einem Korper K sei mit H,(X;K) bezeichnet. H (X;K) ist ein Vektorraum; wir
definieren #; = (. (X;K) als seine Dimension. Fiir K = @ heiit 7, die k-te Betti-Zahl von X.

Theorem 2.7 [H, Kap. 6, Thm. 3.5] Sei fEC'TH(M,IR), r > 1, eine Morse-Funktion auf einer
geschlossenen Mannigfaltigkeit M vom Typ (v,...,v,). Dann gelten
i) die starken Morse-Ungleichungen

m m
D=y > N (—)MmE  0<m<n.

S = = Y- 1),
k=0 k=0

ii)

Eine unmittelbare Folgerung ist das
Theorem 2.8 [H, Kap. 6, Thm. 3.7] Die Voraussetzungen seien wie in Thm. 2.7, dann gellen die
schwachen Morse-Ungleichungen
Vk26k 3 k:o,...,n.
BEWEIS (aus [H]) Sei 6;:=v;, — (}, dann ist

bg=v5—B,>0 , Thm. 2.7 1) mit m =0: vy > 3,

by =v1—B12vy—0F,>0 , Thm. 2.71) —vy+vy> =B+ 04

by =vy— Py
> (vy = By) — (Vg — Bo) » Thm. 2.719) vy —vq +vy > By — By + 5,
=6,—0,>0
usw

Allgemein gilt fiir m € N,
O 20, =0, s+ H(=1)"6,2>0 . 0

Die Topologie der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit M liefert also untere Schranken fiir die
Anzahl von kritischen Punkten einer Morse-Funktion auf M.

Beispiel 2.1 Sei M = T2 der 2-Torus und K = R, dann sind
Hy(TER) =R , H(T4R)=R®R , Hy(T%4R)=R und
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Also besitzt eine Morse-Funktion auf dem 2-Torus mindestens je einen kritischen Punkt vom Index 0
und 2, sowie zwei kritische Punkte vom Index 1. Das Standardbeispiel hierfiir ist die H8henfunktion,
des senkrecht stehend in den R> eingebetteten 2-Torus (siehe Figur 2.1 und Beispiel 2.1.2).

Ind (p)
z 2
T 2
Morse-Funktion
1 fxy2D=z , (x,y,z)e’][“zc R
1
0

Figur 2.1
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1.3 GradientenfluB und (in)stabile Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir einen Spezialfall, der in Abschnitt 1.1 eingefiihrten FluBabbildung,
untersuchen, ndmlich den sogenannten Gradientenflul ¢, der vom Gradientenvektorfeld Vf erzeugt
wird. Speziell interessieren wir uns fiir den negativen Gradientenflufl, der von — Vf erzeugt wird,
weiter wollen wir uns wieder auf geschlossene Mannigfaltigkeiten beschrianken.

Zunichst zeigen wir, dafl das Bild einer Immersion lokal eine Untermannigfaltigkeit ist (Prop. 3.3),
anschlieflend fiihren wir den Begriff des a- und w-Limes eines Punktes ¢ € M ein. Es wird sich
herausstellen, daB a(g) bzw. w(q) (im Falle eines Gradientenflusses einer Morse-Funktion f) aus genau
einer Singularitit von — V[ besteht (Prop. 3.7). Es ist a(q) = lim,_, _ ¢,q und w(q) = lim;_ _ ¢,q,
also ist a(q) derjenige kritische Punkt von f an dem der Orbit durch ¢ "anfingt” und w(q) derjenige an
dem O(g) "endet”. Wir zeigen weiter, dafl eine beliebige Funktion ¢ € C"(M,R), r > 1, langs Orbits des
negativen Gradientenflusses monoton fallend ist (Prop. 3.4), daf ein Orbit eines solchen Flusses eine
Niveauflache von g hochstens einmal schneidet (Kor. 3.5) und dal — Vg orthogonal zu Niveaufldchen
von g ist (Prop. 3.6).

Anschliefiend definieren wir die (in)stabilen Mannigfaltigkeiten W(u)s(p), als jene Punkte von M,
welche in (negativer) positiver Zeitrichtung vom Gradientenflufi in den kritischen Punkt p §etragen
werden. Das stable manifold theorem 3.8 ist ein bekanntes Resultat, es besagt, daf} Wt *(p) im
Allgemeinen immersierte Untermannigfaltigkeiten von M sind, und dafl deren Tangentialrdume bei p
mit B aus Prop. 1.6 iibereinstimmen.

Im Falle eines Gradientenflusses erhalten wir das flir uns wichtige Resultat, daf$ W(u)s(p)
Untermannigfaltigkeiten von M sind (Lemma 3.9).

Zum Schluff fithren wir noch "DIE LOKALEN (IN)STABILEN MANNIGFALTIGKEITEN
Wl(gc)s(p)” als hinreichend kleine Umgebungen von p in W(u)s(p) ein. Es zeigt sich, daB wir,
gegebenenfalls durch geeignetes Konjugieren der Zeit-t-Abbildung, oBdA annehmen koénnen, daf
W%(p) Teilmengen der linearen Riume E'™ sind.

Wir brauchen zunéchst die Definition einer Untermannigfaltigkeit, sowie einige weitere Begriffe und
Resultate aus der Differentialtopologie, siche [H, Kap. 1].

Fine  Teilmenge A  einer n-dimensionalen  C"-Mannigfaltigkeit — (M,®) heifit C"-
Untermannigfaltigkeit von (M,®), falls fiir ein k£ € N, jeder Punkt von A in einem Kartengebiet einer
Karte (,U) € ® liegt, so daff

(3.1) UNA=e(RF

R* C R™ sei die Menge der Vektoren aus R”, deren letzte (n — k) Koordinaten Null sind. (¢,U) heifit
Untermannigfaltigkeits-Karte von (M, A). Da die Abbildungen

(3.2) elyaa:UNA—RF

einen C"-Atlas bilden (wenn man (¢,U) iber alle Untermannigfaltigkeits-IKarten variiert), ist A
gleichzeitig eine C"-Mannigfaltigkeit der Dimension k. n — k heiflt Kodimension von A.

Sei g: M — N eine C'"-Abbildung, r > 1, zwischen den Mannigfaltigkeiten M und N. g heifit C"-
Immersion, falls Dg(p): T.M—T,, N fir alle p € M injektiv ist. ¢ heifit C"-Einbettung, falls g eine
C"-Immersion ist, die M homéomorph auf g(M) C N abbildet.
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Beispiel 3.1 M =R, N =R?

Einbettung

Immersion
keine Einbettung

SR
M /\Jﬂ%

Figur 3.1

Zur Konstruktion von Untermannigfaltigkeiten werden h&ufig die folgenden beiden wichtigen
Resultate benutzt :

Theorem 3.1 [H, Kap. 1, Thm. 3.1] Sei N eine C"-Mannigfaltigkeit, r> 1. Eine Teilmenge A C N isl
genau dann eine C"-Untermannigfaltigkeit von N, wenn A das Bild einer C"-FEinbettung ist.

Theorem 3.2 (regular value theorem) [H, Kap. I, Thm. 3.2] Sei g: M — N eine C"-Abbildung, r> 1.
Falls y € g(M) ein regulirer Wert ist, dann ist g‘l(y) eine C"-Untermannigfaltigkeit von M.

Aus dem Theorem 1.8 iiber inverse Funktionen und Theorem 3.1 erhalten wir nun leicht die

Proposition 3.3 Sei g: M — N eine C"-Immersion. Dann existiert zu jedem ¢ € M eine Umgebung U,
so dafs die Umgebung g(U) won g(q) in g(M) eine C"-Untermannigfaltigkeit von N ist. Es ist
dim g(U)=dim M.

BEWEIS Nach Voraussetzung ist Dg(q): T M—T, N injektiv. Dg(q): TqM—>Dg(q)(TqM) ist ein
Vektorraum-Isomorphismus. Nach dem Theorem iiber inverse Funktionen 1.8 finden wir nun
Umgebungen U C M von ¢ und V C g(M) von g(g), so daB g | : U—V ein C"-Diffeomorphismus ist.
g |77 ist insbesondere ein Homd&omorphismus auf sein Bild V = g(U), also per definitionem eine C'-
Finbettung. Nach Thm. 3.1 ist ¢(U) eine C"-Untermannigfaltigkeit von N. Es ist
dim g(U) = dimU = dim M und Tg(q)g(U) ~ Dg(q) (TqM). O

Es macht jetzt auch Sinn vom Tangentialraum an eine immersierte Teilmenge einer
Mannigfaltigkeit zu sprechen, denn lokal ist diese ja eine Untermannigfaltigkeit. Das Bild einer
Immersion wird deswegen auch immersierte Untermannigfaltigkeit genannt.

Im weiteren gelten nun folgende Voraussetzungen und Bezeichnungen: M ist eine geschlossene
Mannigfaltigkeit, f € C T'H(M ,R) ist eine Morse-Funktion auf M mit r > 1.

Aus dem vorangehenden Abschnitt 1.2 wissen wir, daffi Vf (und damit auch —Vf) ein C'-
Vektorfeld ist (r > 1), welches endlich viele hyperbolische Singularitdten besitzt. Wir betrachten jetzt
folgendes AWP

LoP(t) = (=) VF(6P(1))
dt
03 #(0)=p |

welches, wie in Abschnitt 1.1 gezeigt, eine Losung ¢P € C"*I(R, M) besitzt. Der (negative)
GradientenfluB ist die C"-Abbildung (C" in p, C*1in t)
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(3.4) 6:RxM — M

(t,p) = o(t,p):=oP(t)
Die C"-Abbildung ¢,(-):=¢(t, -): M — M heiBit Zeit-i-Abbildung des (negativen) Gradientenflusses
und ist ein Diffeomorphismus auf M. Es gelten

¢to¢s:¢t+s ’ ¢0:IdM ’

3.5
(35) Logp=(—)Vfoop

Nach Kor. 1.10 sind die Fixpunkte von ¢, hyperbolisch und entsprechen genau den Singularitidten von
— V£ (die ja nach Voraussetzung alle hyperbolisch sind).

Sei jetzt ¥ € Dif f"(M), r > 1, ein beliebiger Diffeomorphismus, sei ¢ € M. Die Mengen

w(q):={p € M | 3 Folge ganzer Zahlen nkk1>oo oo, so daB ﬁnk(q) k=go p}
(3.6)
afq):={p € M | 3 Folge ganzer Zahlen nkk1>oo — 00, so daf} ﬁnk(q) k=go p}

heiflen w- bzw. a-limes des Punktes gq.

Bei einem Gradientenfluf sind nun, im Gegensatz zu einem beliebigen FluB3, bestimmte Arten von
Orbits ausgeschlossen, ndmlich geschlossene Orbits. D.h. falls ¢ € M keine Singularitit von Vf ist,
dann finden wir kein 7€ R\ { 0 } mit ¢3¢ = ¢. Dies ist eine Konsequenz aus Prop. 3.4. Hierbei mu8 f
nicht einmal als Morse-Funktion vorausgesetzt werden. Weiter ist Vf(p) orthogonal zu Niveaufldchen

FUF), pe M.

Fiir den Gradientenflufl einer Morse-Funktion vereinfacht sich aulerdem die Gestalt von w- und a-
Limes: Diese bestehen ndmlich genau aus je einer Singularitdt von Vf (Prop. 3.7). Wir kdénnen uns
w(q) bzw. a(q) in diesem Fall als diejenige Singularitdt vorstellen, bei der der Orbit durch ¢ ,,endet”
bzw. ,,anfidngt”.

Proposition 3.4 Sei g€ C"(M,R), r>1, eine beliebige Funktion. Dann ist g lings Orbits des
(negativen) Gradientenvektorfeldes (—)Vg monoton (fallend) steigend. Lings Orbits ungleich dem
genau aus einer Singularitit bestehenden Orbit, gilt sogar strenge Monotonte.

BEWEIS Sei n7: R— M die C"-Losungskurve von Vg. Dann ist

%g(ﬁ(t)) = Dyg(n(t)) o n'(1) , Kettenregel
= <Vgn),n (t) , Def. von Vg
= < Vgn®),(—)Vylnt)) > , 7 Lsg.kurve
=(—)|Vg( n(t))| ,

(< )
="

Sei 1 nun zusdtzlich ungleich der konstanten Lésung, dann ist

4 o) = (=) [Van) 2 o

da Vg(n(t)) £0, vt eR. O

Es folgt hieraus sofort das

Korollar 3.5 Voraussetzungen wie in Prop. 3.4. Ewm Orbit eines Gradientenflusses kann eine
Niveaufliche g‘l(a), a € R, hiochstens einmal schneiden.

Proposition 3.6 Voraussetzungen wie in Prop. 3.4. Das Vektorfeld Vg st orthogonal zu Niveauflichen
von g. D.h. fiir alle p € M mit Vg(p) #0 gilt: Vg(p) L T, g‘l(g(p)).

BEWEIS Fiir p € M mit Vg(p) #0 ist g(p) ein reguldrer Wert (denn Dg(p) # 0). Nach dem regular
value theorem 3.2 ist nun g-1(g(p)) eine C"-Untermannigfaltigkeit von M, besitzt also insbesondere an
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der Stelle p einen Tangentialraum 7', g-/(g(p)). Sei nun £ € T' ), g-/(g(p)), dann ist

<Vyg(p), &> =Dyg(p)(§) =0

Dyg(p)(€) ist die Anderung von g in Richtung von £. In der Richtung & hat g aber den konstanten Wert
g(p), Dg(p)(€) ist deswegen Null. O

Proposition 3.7 Se: jeizt f € C’TH(M,IR), r>1 und M geschlossen, wieder eine Morse-Funktion und
¢, € Dif f'(M) die Zeit-t-Abbildung des zugehbrigen Gradientenflusses. Dann bestehen w(q) bzw. a(q),
g€ M, aus genau einer Singularitit von Vf.

BEWEIS i) w(q) #0: Sei {n,},c eine Folge natiirlicher Zahlen mit n k=po oo, wir definieren

Pei=(0) Ka =0y, 0
Die Folge {py}; ¢ hat aufgrund der Kompaktheit von M eine konvergente Teilfolge {p;}; - Sei
p ::klim Py = lim ((bt)nkq ,
—00 k—oo

also ist p € w(q), woraus folgt w(q) # 0.

ii) pew(q) = Vf(p)=0 (d.h. w(q) besteht nur aus Singularitidten von Vf): Wir nehmen an, es
existiere ein p € w(q) mit Vf(p) # 0. Dann existiert, aufgrund der Stetigkeit von Vf, eine Umgebung
U von p mit Vf(p)#£0, Vp € U. Wenn n die Dimension von M bezeichnet, so ist nach dem regular
value theorem 3.2 f7I(f(p)) eine (n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Wir bezeichnen
mit S den Schnitt dieser Untermannigfaltigkeit mit U. Aufgrund der Stetigkeit des Gradientenflusses

und der Tatsache Vf(p) # 0 folgt, dafi alle Trajektorien durch Punkte nahe bei p S schneiden (Figur
3.2).

o))

Figur 3.2
Wegen Vf(p)#0, existiert nun ein 7'> 0 mit ¢4 ,(¢) = p (wir nehmen oBdA an t € RT). Weiter

existiert wegen p € w(q) eine Folge {n.}, c mit ny =0 und (qbt)nkq:qbt.n q k1>00p. Hieraus
ergibt sich ein qualitatives Verhalten des Orbits durch p wie in Figur 3.3 skizziert.

o))

Figur 3.3

Der Orbit durch p schneidet also S mehr als einmal (unendlich oft), was ein Widerspruch zu Kor. 3.5
ist.
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iii) w(q) ist abgeschlossen: Dies ist eine direkte Konsequenz aus ii). Nach ii) ist ndmlich w(q) eine
Teilmenge der Menge der Singularitidten von Vf. Da diese, wegen der Kompaktheit von M, aus endlich
vielen Elementen besteht (Prop. 2.5), ist sie selbst, wie auch jede Teilmenge von ihr, abgeschlossen.

iv) w(q) ist zusammenhingend: Wir nehmen an, w(q) wére nicht zusammenh&ngend. Dann finden wir,
aufgrund der Abgeschlossenheit von w(q), offene Mengen V, und V, mit: w(q)CV,UV,,
w@)NVy#0, wi@NVy#0 und VNV, =0. Da der Orbit durch ¢ nun immer wieder zwischen V,
und V, hin- und herlaufen mu (Figur 3.4) (w(¢) NV # 0 und w(g)NV, #0), finden wir zu jedem
T>0 ein T>T, so daB (qut)Tq € M%(V1 uUv,) =K (Tvvegen V,NV,=0). Hieraus folgt nun die
Existenz einer Folge {1}, mit T =00 und (¢,)" *q € K. Eine Teilfolge konvergiert gegen ein
Element s des Kompaktums K. Also gilt gleichzeitig s € w(q) CV, UV, und s € K = M\(V;UV,), ein
Widerspruch.

Figur 3.4

Wir wissen also, dafi die i) nichtleere Menge w(q) ii) eine Teilmenge der diskreten Menge der
Singularitdten von Vf ist, womit mit iv) ihrem Zusammenhang folgt, dal gilt w(q) = p, Vf(p) =0.
Analoges gilt fiir a(g).

Sei jetzt ¥ € Dif f' (M), r > 1, und p € M sei ein hyperbolischer Fixpunkt von ¥J. Die Mengen

Wi(p):={¢eM|uw(q) =

(3.7) WH(p):={qeM|a(q) =

heiflen stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit von p . Die Buchstaben ,,s” bzw. ,,u” stehen abkiirzend

fiir "stable” bzw. "unstable”. Aus der Definition folgt sofort die Invarianz von W?*(p) baw. W(p)
unter dem Diffeomorphismus 9.

W?(p) fiir 9 stimmt mit W¥(p) fiir 97! iiberein. Deswegen 148t sich jede Eigenschaft von W?#(p) in
eine Eigenschaft von W¥(p) iibertragen. Es reicht daher nur W#(p) zu betrachten.

Theorem 3.8 (stable manifold theorem) [PdM, Kap. 2, Thm. 6.2] Sei 9 € Dif f"(M), r > 1, sei pe M
ein hyperbolischer Fizpunkt von ¢ und sei E° der stabile Unierraum von TpM beziiglich A :=Dd(p)
(siehe Prop. 1.6), dann gilt: W*(p) ist injektiv C"-immersiert in M und der Tangentialraum an
W?e(p) C M am Punkt p gleich E°, d.h.

T, W4(p) = E*

Prop. 1.6 besagt nun, dafi wir eine Karte (¢,U) um p finden, mittels der wir qualitativ eine
Situation wie in Figur 3.5 erhalten.
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ES
We(p)

u
W) Y pu

oU)CR"

Figur 3.5

Hieraus folgt fiir den Spezialfall eines Gradientenflusses das

Lemma 3.9 Se: fEC'TH(M,IR), r > 1, eine Morse-Funktion auf der geschlossenen Mannigfaltigkeit
M"™. ¢, € Dif f"(M) sei die von —V [ erzeugte Zeit-t-Abbildung und p € M bezeichne eine Singularitit
von —Vf. Dann ist W*(p) eine C"-Untermannigfaltigheit von M.

BEWEIS Nach dem stable manifold theorem 3.8 ist W?(p) zunéchst injektiv C"-immersiert. Prop. 3.3
liefert nun die Existenz einer Umgebung V' von p in W?(p), so daB V eine C"-Untermannigfaltigkeit
von M"™ ist. Durch Schnitt mit einer hinreichend kleinen offenen Umgebung von p, kénnen wir, wegen
der Isoliertheit der Singularititen von — Vf, oBdA annehmen, dafl V' in einer Umgebung von p in M
enthalten ist, die keine weiteren Singularititen neben p enthélt.

Der topologische Rand von V 6
IV :=V\V

ist abgeschlossen und somit kompakt; nun ist Min:= min, ¢ gv f(q) wohldefiniert. Wegen der strengen
Monotonie von f ldngs Orbits (Prop. 3.4), gilt Min > f(p). Sei (wie in Figur 3.6 skizziert) B_(0) die
offene Vollkugel vom Radius € >0 um 0 € R™ und sei (¢,U) eine Morse-Karte um p. Sei nun ¢ >0
hinreichend klein, so daf

und

Dann ist fiir ¢ € BE(P)

und damit

Ind ()
M EU2 R f

ES= Rn-lndf (o)

Min-fpY"”

Figur 3.6
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Es ist nun

(3.8) (W*p\V)NB(p)=0 ,

denn fiir g€ B_(p) ist f(q) < Min und fiir ¢ € W*(p)\V ist f(q) > Min, da f ldngs Orbits in
riickwértiger Zeitrichtung monoton steigend ist. Ein Orbit, der V in rlickwértiger Zeitrichtung verlaft,

kann also B_(p) nicht mehr schneiden.
Sei wie iiblich E* der beziiglich D¢,(p): T,M—T M stabile Unterraum von 7' M, dann ist

n—k = dimE?® , k::Indf(p)
=dim TpWS(p) , stable mf. thm. 3.8
=dimT,V , V. Umg. von p in W?(p)
=dimV ,
= dim B(p)

Bi(p) ist, als offene Teilmenge der C"-Untermannigfaltigkeit V, ebenfalls eine C'-
Untermannigfaltigkeit von M mit dim B(p) =dimV =n—k. Jedes g € Bi(p) CV liegt deswegen in
einer Karte (,U) von M, so daB gilt U N B%(p) = ¢ /(R nk)

Wir finden nun fiir jedes ¢ € W?*(p) ein t €R *, so daB ¢,q € Bi(p), sowie eine Untermannigfaltigkeits-
Karte (@,U) von B(p) um ¢,q, wie oben ausgefiihrt. .

Die Behauptung ist jetzt: (¢, W):=(po¢,, ¢ (U)) ist, fiir U hinreichend klein, eine Untermannig-
faltigkeits-Karte von W*(p) um q. Es ist

GIR™) =

(po ﬁbt)_I (R nk) ,  Def. von ¢
=(¢) 0 (R™) . Inv.bildung bei Komp.
=¢40 S~0-1 (R nk) , aus (3.5)
= ¢_(UN B(p)) ., (¢,U) Umf.-Karte von

Bi(p) um ¢,q

= ¢ (UNW?(p)) , fiir U hinr. klein
= ¢ (U)N (W (p)) , Prop. 3.10
=WnWw?(p) , Def. von V und Flu$}-

invarianz von W?*(p).

Die fiinfte Gleichheit ist die entscheidende: Sei (SDBﬁ(p)’UBﬁ(p))

Bi(p) um ¢,q mit UBs(p) C B.(p) und (py,Uy,) eine ebensolche von V um ¢,¢q mit Uy, C UBs(p)(siehe
€ €
Figur 3.7). Also ist Uy, C B_(p), denn Upgs. \ C B_(p). Nun gilt mit (3.8)
€

eine Untermannigfaltigkeits-Karte von

(»)

(3.9) Uy N(W3p\V) C B (p)N(W3(p)\V) C B(p)N(W3p)\V)=0

Figur 3.7
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Durch die letzte Forderung Uy, C UB? wird ausgeschlossen, daB Uy, noch Elemente von V\B2(p)

(p)
enthélt, d.h. Uy N (V\B%(p)) = 0. Wir definieren nun ($,0):= (¢y,Uy), dann gilt

UnBip =(0nBm) U (Tn0ABw)) U (00w m\v))
=0 =0

=0 n (B U (V\Bw) U (W o\V) )
=0 n (v Umwew)

=UNW?*p)
Wir haben nun fiir jedes ¢ &€ W?(p) eine Untermannigfaltigkeits-Karte (¢,W) aus einer

Untermannigfaltigkeits-Karte (,U) von Bi(p) fiir ¢,q€ Bi(p) gebastelt. W?*(p) ist also lokal
diffeomorph zu R™* und ist daher eine C”-Untermannigfaltigkeit von M mit dim W?e(p) =dim E°. In
den Beweis geht wesentlich die Figenschaft des Gradientenflusses ein, dafi Orbits in W?*(p) in
riickwértiger Zeitrichtung nicht mehr ”in die Ndhe von p” zuriickkehren, d.h. folgende Situation ist

nicht méglich :

Figur 3.8

Im vorigen Beweis wurde folgendes Resultat benutzt :

Proposition 3.10 Fiir einen beliebigen Diffeomorphismus 0: M — N und Mengen A, BC M gilt
(AN B)=49(A)NJ(B)

BEWEIS 7 D7 Sei ¢€d(A)NdY(B); also ist, wegen ¢ € v(A4), ﬁ‘l(q) evlo J(A) = A und, wegen
q €9(B), 91(q) €9l o¥(B) = B, also 97!(g) € AN B. Hieraus folgt ¢ = ¥ 0 07!(q) € ¥(AN B).

7C” Sei qed(ANB), dann ist ﬁ‘l(q) evlo J(ANB)=ANDB. Also ist, wegen ﬁ‘l(q) c A,
q=19007(q) € (A) und, wegen 971 (q) € B, ¢ = 9097 (q) € 9(B), also ¢ € H(A)NI(B). O

Proposition 3.11 Voraussetzungen wie in Lemma 3.9. Dann gilt
dimW?e(p)=n— Indf(p) und dimWY(p) = Indf(p)

BEWEIS Nach dem stable manifold theorem 3.8 gilt: TpWS(p) = F?, wobei E?® den stabilen
Unterraum von 7' )M ~ R"™ beziiglich D¢,(p): T,M—T_ M bezeichnet. Da nun W?#(p) nach Lemma
3.9 eine C"-Untermannigfaltigkeit von M ist, und die Dimension einer Mannigfaltigkeit mit der
Dimension eines ihrer Tangentialriume iibereinstimmt, ist dim W?*(p) = dim Eszn—Indf(p), aus

(2.17). Analog ist TpW"(p) = E* und dim W*(p) = dim E* = Indf(p), aus (2.16).

Wir haben in diesem Abschnitt also gezeigt, dafl die bzgl. des Gradientenflusses ¢, definierten
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Mengen W*(p) und W?®(p) C"-Untermannigfaltigkeiten von M sind, mit den komplementéren
Dimensionen Indf(p) bzw. n—Indf(p). Ihre Tangentialriume E“ bzw. E° am Punkt p spannen,
wegen 1' M ~R"™ = E*® E?, den gesamten Tangentialraum 7' M auf. Man sagt W*(p) und W*(p)
schneiden sich am Punkt p transversal. Diesen Begriff werden wir im folgenden Abschnitt 2.1 genauer
betrachten.

DIE LOKALEN (IN)STABILEN MANNIGFALTIGKEITEN W{"*(p)

Wir wollen jetzt noch einmal auf die Kartendarstellung eines hyperbolischen Fixpunktes p € M
eines C'"-Diffeomorphismus o in einer kleinen Umgebung von p eingehen. Dd(p): rMm—-T.M ist ein
linearer hyperbolischer Isomorphismus, also existiert nach Prop. 1.6 eine eindeutige Zerlegung
R" =T ,M = E*® E” in unter DY(p) invariante Unterrdume E* und E” von R™. Es gilt

(3.8) R'=E“®E*=T W%p)&T,W(°p) ,stable mf. thm. 3.8.

Dieses liefert ebenfalls, da W?(p) und W¥(p) C"-immersierte Untermannigfaltigkeiten sind. Nach
Prop. 3.3 sind sie lokal C"-Untermannigfaltigkeiten von M. Mit W7 (p) bzw. W7, (p) seien solche
kleinen Umgebungen von p in W¥(p) bzw. W?*(p) bezeichnet. Nach Prop. 3.11 ist
dim W7 (p) = Ind(p)=:k und dim W73, (p) =n— Ind(p).

Da es sich um ein lokales Problem handelt, betrachten wir ab jetzt alles in einer Karte (¢,U) um p mit
¢(p) =0, d.h. wir befinden uns im R" (die Bezeichnungen werden wir nicht verdndern).

Die beiden Untermannigfaltigkeiten schneiden sich also transversal und wir kénnen Lemma 2.1.9 aus
Kapitel 2 anwenden: Seien B® C E® und B* C F" hinreichend kleine Umgebungen des Nullpunkts,
dann ist Wi (p) der Graph einer C'"-Abbildung 7, : B*— E® mit 7,(0) =0 und D»,(0) = 0. Analog
ist W7,.(p) der Graph der C"-Abbildung 7,: B*— E* mit 5,(0) =0 und Dn(0) = 0.

Die Abbildung

(3.9) n: BY®B° — FY® E?
(xu Y xs) = (xu - Us(xs) 9 x,g - Uu($u))
ist C", auflerdem ist (0,0) = (0,0) und
0
(3.10) Dy(0,0)=| PR TR
Ly

Also ist nach dem Thm. iiber inverse Funktionen 1.8 5 in einer kleinen Umgebung von 0 € R™ ein C’-
Diffeomorphismus. Der Diffeomorphismus 7 bildet W7, (p) bzw. W7{ (p) nach E" bzw. E® ab (siche
Figur 3.9).

ES
Wi (p) Wig,o(0)
> loc J
B (——/\Nloc(p])Eu EY
B 0 u
Wloc(p)
?\ S~
s

n
Figur 3.9
Jetzt konjugieren wir unseren urspriinglichen Diffeomorphismus ¢ mit  und erhalten V= novo 77'1. Es
ist
(3.11) J(0) =nodon(0)=rno0d(0)=n0)=0
und
(3.12) DY(0) = D(n o9 o )(0) = Dn(0) o DY(0) o Dy L(0) = DY(0)
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Wir kénnen also immer oBdA annehmen, dafl im Fall eines hyperbolischen Fixpunktes p eines
Diffeomorphismus & W (p) bzw. Wi, (p) Umgebungen von 0 in E* bzw. E? sind.

loc

_9R _



Kapitel 2 ~
Die Orbitrdiume M,

In diesem Kapitel untersuchen wir die Struktur der, zwei kritische Punkte z,y, verbindenden
Mannigfaltigkeit M, sowie der Orbitrdume M 2y Diese werden am Ende von Abschnitt 2.1
”TRANSVERSALITAT” definiert. Zuvor jedoch beschaftlgen wir uns in diesem Abschnitt mit der
Morse-Smale Bedingung, welche erfiillt ist, falls der Schnitt von W*(xz) mit W?(y), fiir alle kritischen
Punkte # und y der Morse-Funktion f, transversal ist. Wir approximieren zunichst unsere gegebene
Riemannsche Mannigfaltigkeit durch eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit M. Anschliefend leiten
wir aus den bekannten Theoremen A und B von Smale [Sm] her, daf} die Menge der Vektorfelder, die
der Morse-Smale Bedingung geniigen, C'-dicht ist in Grad®™(M). Wir kénnen also unser gegebenes
Vektorfeld V f durch ein ng approximieren, welches der Morse-Smale Bedingung gentigt. Wir gehen
also von (f,g) zu (f,g) liber, wobei zu beachten ist, daB der Typ von f gleich dem Typ von f ist. Wir
kénnen nun oBdA davon ausgehen, dai M, g, f glatt sind und die Morse-Smale Bedingung erfiillt ist.
Abschlielend werden die verbindenden Mannigfaltigkeiten definiert

M, =WY2)ZWW?y) ,z,yeCritf:={peM|Df(p)=0}.

‘T7y

Aufgrund der Transversalitdt des Schnittes (Symbol ), ist M, , eine Untermannigfaltigkeit von M
der Dimension Indf(x) — Indf(y). Wir definieren die Orbitrdume

M%y =M, , M f‘l(a) , a € (f(y), f(x)) reguldrer Wert .

Auch diese sind Untermannigfaltigkeiten, sowohl von M, v als auch von M. Thre Dimension ist
Indf(x)—lndf(y)—l. Die Punkte von M, , konnen eineindeutig mit den Orbits von z nach y

identifiziert werden, daher die Bezeichnung Orbitraum.

In Abschnitt 2.2 "KOMPAKTHEIT” beschéiftigen wir uns mit dieser Eigenschaft der Orbitrdume

. Wir fiihren zuerst den Begriff "kompakt bis auf k-fach gebrochene Orbits” ein. Ein k-fach
gebrochener Orbit bezeichnet ein (k4 1)-Tupel von Orbits, wobei jeweils Anfang bzw. Ende von
Nachbarorbits iibereinstimmen. Die Hindernisse zur iiblichen Kompaktheit der Orbitrdume M liegen
an deren "Réndern”, es sind die gebrochenen Orbits. Das Kompaktheitsresultat Thm. 2.1 hefert im

Fall Indf(x)—lndf( )=1
#M%y < o0

Der Beweis dieses, fiir die Konstruktion des Randoperators in Abschnitt 3.2, elementaren Resultats
wird in 3 weiteren Versionen diskutiert.

Im letzten Abschnitt 2.3 "GLUEING” werden wir das sogenannte Glueing (=kleben) von Orbits
einfiihren, allerdings nur fiir den Fall Ind () — Ind¢(z) = 2. Die Glueing-Abbildung # , ordnet zwei
Orbits u € M und v € M den Orbit u# veM, .z pe€ (0,pg) heiBlt Glueing- Parameter Fir
p—00 konverglert u# v gegen den gebrochenen Orblt (u ).

Aufgrund der Analyse der Struktur der Orbitrdume in den Abschnitten 2.2 und 2.3, kénnen wir
schliefien, dafl eine Zusammenhangskomponente von M (fiir  Ind(x)— Inds(z) =2), welche
diffeomorph zu (0,1) ist, an je einem Ende von einem gebrochenen Orbit (uq,0,) € M, v XM 12 bzw.
(19, 0,) € M XM L mit (4y,9) # (uz,vz) "berandet” wird. Wir nennen (ul,vl und (uz,vz)
deswegen cobordant ?fmgekehrt erhalten wir aus der Analyse der Glueing-Abbildung das Resultat, daf}
jedes (,0) € M XM . im Rand von genau einer Zusammenhangskomponente von M , liegt. Diese

Eigenschaften smd in Abschmtt 3.2 von Bedeutung.
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2.1 Transversalitat

In der Morse-Theorie brauchen wir zuniichst eine Riemannsche C'*-Mannigfaltigkeit (M,g) (diese
sei zusétzlich geschlossen) und eine C%-Morse-Funktion f. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daf
wir oBdA annehmen kénnen: M, ¢ und f sind glatt und f geniigt auflerdem der sogenannten Morse-
Smale Bedingung (d.h. fiir z,y € Crit f ist der Schnitt W*(2) N W*(y) transversal).

Diese Annahme rechtfertigen wir im wesentlichen mittels eines bekannten Resultats von Smale [Sm,
Thm. A und BJ, es besagt: V_f kann in Grad™(M) beliebig genau durch ein Vektorfeld Vg]” ch
approximiert werden, wobei § eine glatte Riemannsche Metrik und f eine glatte Morse-Funktion auf M
ist, welche die Morse-Smale Bedingung erfiillt.

Unter der Uberschrift "APPROXIMATIONEN” rechtfertigen wir zunichst die Annahme der
Glattheit von M. Dies folgt daraus, daBl jede differenzierbare Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einer
glatten Mannigfaltigkeit ist (Thm 1.1). Anschliefend zeigen wir die Existenz von glatten Morse-
Funktionen auf M und, im Falle einer vorgegebenen Morse-Funktion, dafl wir diese beliebig genau
durch glatte Morse-Funktionen approximieren kénnen. In Prop. 1.3 wird gezeigt, da3 der Typ einer
Morse-Funktion lokal konstant auf dem Raum aller Morse-Funktionen ist. Dieses ergibt sich als
Spezialfall von Lemma 1.4, welches besagt, dafl der Typ eines hyperbolischen Vektorfeldes lokal
konstant auf dem Raum aller Vektorfelder ist.

Im folgenden Teil "TRANSVERSALITAT” fiihren wir zunéichst dieses differentialtopologische
Konzept ein. Es wird gezeigt, daB der transversale Schnitt A M B zweier Untermannigfaltigkeiten A¢
und B® einer Mannigfaltigkeit N™ selbst eine Untermannigfaltigkeit von N der Dimension a 4+ b — n ist
(Kor. 1.8). Dieses Resultat wird spéter bei der Definition der verbindenden Mannigfaltigkeiten Mz 4,
sowie der Orbitriume Mg,y benutzt.

Die "MORSE-SMALE BEDINGUNG” diskutieren wir im dritten Teil dieses Abschnitts. Wir
betrachten zunéchst das (Standard-) Beispiel eines in den R eingebetteten 2-Torus. AnschlieBend
zeigen wir, mittels der bekannten Theoreme A und B von Smale [Sm], daBl die Menge der Vektorfelder,
die der Morse-Smale Bedingung geniigen, C''-dicht in Grad®™(M) ist. Wir konnen also ein gegebenes
ng durch ein Vj} C'-approximieren, wobei f der Morse-Smale Bedingung geniigt. Der Typ von f ist
gleich dem von f, dies folgt im wesentlichen aus der lokalen Konstanz des Typs eines hyperbolischen
Vektorfeldes auf dem Raum aller Vektorfelder (Lemma 1.4). Da die kritischen Punkte in Kapitel 3 als
Erzeuger der Kettengruppen C',(f) dienen ist dies wichtig, denn daraus folgt C' (f) ~ C*(]")

Im letzten Teil ”VERBINDENDE MANNIGFALTIGKEITEN UND ORBITRAUME” definieren
wir die =z mit y verbindende Mannigfaltigkeit Mgz y:=W"(x)NW?*(y), sie ist eine
Untermannigfaltigkeit von M der Dimension Indg(2)—Indg(y). Fir «#y und Mg,y #0 gilt:
Indf(x) >Indf(y), d.h. es gibt nur Orbits von kritischen Punkten zu solchen mit echt kleinerem
Morse-Index. Sei a € (f(y), f(x)) ein regulirer Wert von f, dann ist Ma,y:=Mz,y M f1(a) der
Orbitraum von x und y. Er ist eine Untermannigfaltigkeit von M der Dimension
Ind () — Ind4(y)— 1. M,y erbt die Quotiententopologie von Mg, y/ ~ , wobei zwei Punkte in Mg, y
dquivalent sind, falls sie auf demselben Orbit liegen.

APPROXIMATIONEN

Da wir in der Morse-Theorie 2-fache stetige Differenzierbarkeit bendtigen, gehen wir von einer
geschlossenen C7-Mannigfaltigkeit M aus, r > 2. Wir konnen oBdA annehmen, dafi M glatt ist, denn
es gilt das

Theorem 1.1 [H, Kap. 2, Thm. 2.10a)] Sei 1<r <oo, dann ist jede C"-Mannigfaltigkeit C"-
diffeomorph zu einer glatten Mannigfaltigkeit.

Nun zur Existenz einer Morse-Funktion f € C°°(M,R); zunéchst brauchen wir das Resultat

Theorem 1.2 [H, Kap. 2, Thm. 2.6] Seien M und N C?-Mannigfaltigkeiten, 1 <s <oo. Dann isl
C*(M,N) dicht in C'g(M,N), 0 <r <s.
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Bemerkung 1.1 C'5(M,N) bezeichnet den Raum C"(M,N) versehen mit der starken Topologie,
C (M, N) bezeichnet denselbigen versehen mit der schwachen oder "kompakt-offen” Topologie. Da in
unseremn Fall M kompakt ist, stimmt die starke Topologie mit der schwachen Topologie iiberein. Die
Definitionen dieser Topologien finden sich beispielsweise in [H, Kap. 2.1].

Jetzt zur Existenz von glatten Morse-Funktionen auf M: Wir wéahlen zuerst irgendeine glatte
Funktion auf M, z.B. g(x):=1, V& € M. Dann liefert Thm. 1.2.6, dal ¢ im Raum Cp(M,R) beliebig
genau durch glatte Morse-Funktionen approximiert werden kann. Wir finden also in jeder Umgebung
N, von gin CP% (M,R) eine glatte Morse-Funktion.

Im Fall einer vorgegebenen Morse-Funktion fe C"(M,R), r > 2, gehen wir so vor: Nach Thm.
1.2.6 finden wir eine Umgebung N5 von f in Cyw(M,R), so daB alle g € N;, C"-Morse-Funktionen sind.
Nun ist nach Thm. 1.2 C°°(M,R) dicht in Cy(M,R), wir kénnen f also beliebig genau durch C*°-
Funktionen approximieren. Sei jetzt ¢ > 0 hinreichend klein, so dafl N_C N3, dann finden wir eine
glatte Funktion f € N, (Thm. 1.2). Da ebenfalls gilt f € N;,, ist f eine glatte Morse-Funktion, welche
f in der schwachen Topologie e-genau approximiert. Fiir € > 0 hinreichend klein, ist f vom selben Typ
wie f (Prop. 1.3).

Bemerkung 1.2 Wir konnen nun im folgenden oBdA davon ausgehen, daff M™ eine geschlossene glatte
Mannigfaltigkeit der Dimension n € N ist und f eine glatte Morse-Funktion auf M.

Es sei noch bemerkt, dal der Typ einer Morse-Funktion f, d.h. die Anzahl der kritischen Punkte
von f geordnet nach den Morse-Indizes, auf dem Raum der Morse-Funktionen lokal konstant ist. Dies
ist die Aussage der

Proposition 1.3 Sei f e C"(M™R), r> 2, eine Morse-Funktion vom Typ (vy,...,v,) ENSH. Dann
existiert eine Umgebung Nf von [ in Cyy(M,R), so daff alle g € Nf Morse-Funktionen vom selben Typ
(vgs...,v,) sind.

Unter Verwendung von Prop. 1.2.2 (nichtdegenerierte kritische Punkte von f sind dasselbe wie
hyperbolische Singularitédten von Vf) und Gleichung (1.2.18) (Ind(p) = Ind(p)), ergibt sich Prop. 1.3
als Spezialfall von

Lemma 1.4 Sei X € X" (M), r> 1, ein hyperbolisches Vektorfeld vom Typ (vg,...,v, ). Dann existiert
eine Umgebung Ny von X in Xy (M), so daff alle X € Ny hyperbolische Vektorfelder vom selben Typ
(vgs...,v,) sind.

Wesentlich fiir den Beweis von Lemma 1.4 sind die beiden Resultate

Lemma 1.5 [PdM, Kap. 2, Prop. 3.1] Sei X € (M), r> 1, und sei p € M eine nichtdegenerierte
Singularitit von X. Dann existieren Umgebungen N(X) C Xy (M) von X und U(p) C M wvon p, sowie
eine stetige Funktion p:N(X)—=U(p), welche jedem Vektorfell Y € N(X) die eindeutige Singularitit
von Y in U(p) zuordnet.

Proposition 1.6 [PdM, Kap. 2, Korollar auf S. 54] Sei L € L(R™) ein hyperbolisches lineares Vektorfeld,
dann existiert eine Umgebung V. C L(R™) von L, so daff alle T € V denselben Index wie L besitzen.

Dies ist eine Konsequenz aus der Tatsache, dafl die Eigenwerte einer linearen Abbildung stetig von
dieser abhédngen.

BEWEIS (von Lemma 1.4) Sei also X € ¥"(M), r>1, ein hyperbolisches Vektorfeld vom Typ
(vgs..yv,). D.ho X besitzt N := EZ_ v, < oo Singularititen auf M; diese seien mit p,,
i€ {l,...,N}, bezeichnet. Nach Lemma 1.5 existieren fiir jedes p, Umgebungen N (X)C X"(M) und
U(p;) C M, sowie eine stetige Funktion p,: N,(X)—U(p,), welche jedem Vektorfeld ¥ € N;(X) seine
eindeutige Singularitdt in U(p,) zuordnet. Wir definieren N(X):= f\i—zNi(X)3 N(X) ist dann als
endlicher Schnitt von Umgebungen von X wieder eine Umgebung von X in X"(M).
M= M\Uf\i—z U(p,) ist kompakt; sei
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2¢:=min ||X(q) || (>0)
qeEM

Figur 1.1

Sei nun U (X) die eUmgebung von X in X} (M), dann folgt, daB jedes ¥ € U (X) in M keine
Singularitidten besitzt. N y:=N(X)NU/(X) ist nun die gesuchte Umgebung, denn ein ¥ € Ny hat in
M keine Singularitdten und in U(p,) die eindeutige Singularitdt p,(Y). Gegebenenfalls durch
Verkleinerung von Ny folgern wir nun, da DY (p,(Y)) in der Umgebung V, C £(R") (aus Prop. 1.6)
von DX(p,) liegt. DY (p,(Y)) hat dann denselben Index wie DX(p,), p,(Y) ist also eine hyperbolische
Singularitdt von Y mit Indy(p,(Y)) = Indx(p;). Da nun alle Singularitdten von Y hyperbolisch sind,
ist ¥ ein hyperbolisches Vektorfeld und es gilt TypY =Typ X = (v4,...,v,,). O
BEWEIS (von Prop. 1.3) f e C"(M™R),r > 2, ist eine Morse-Funktion vom Typ (vg,...,v,) genau
dann, wenn Vf € %T‘J(M) ein hyperbolisches Vektorfeld vom selben Typ ist. Dies folgt aus Prop. 1.2.2,
sowie aus dem Vergleich des Morse-Index eines nichtdegenerierten kritischen Punktes p von f mit dem
Index des hyperbolischen linearen Vektorfeldes DV f(p); es ist Indi(p) =Ind(DVf(p)) (1.2.18).
Lemma 1.4 liefert die Existenz einer Umgebung ‘NVf von Vf in ¥ ‘I(M), so daB alle X € ‘NVf
hyperbolische Vektorfelder vom Typ (v,...,v,) sind.

Sei Ny eine hinreichend kleine Umgebung von f in C(M,R), dann ist fiir alle g € Ny Vg e Ngy, also
Vg ein hyperbolisches Vektorfeld vom Typ (v,...,v,,). Wie oben ausgefiihrt, ist dies dquivalent dazu,
dafl g eine Morse-Funktion vom Typ (vg,...,v,,) ist. O

TRANSVERSALITAT

Jetzt wollen wir ein zentrales Konzept der Differentialtopologie einfiihren, nidmlich das der
Transversalitdt einer Abbildung zu einer Untermannigfaltigkeit bzw. zweier Untermannigfaltigkeiten
zueinander. Sei dazu g: M — N eine C"-Abbildung, r > 1, zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N.
¢ heifit transversal zu einer Untermannigfaltigkeit A C N, falls fiir jedes x € M mit g(z) = y € A gilt

(1.3) TN = T,A+dg()(T M)

D.h. der Tangentialraum an N im Punkt y = g(#) wird aufgespannt vom Tangentialraum an A im
Punkt y und dem Bild des Tangentialraumes an M im Punkt & unter der Linearisierung von g¢.

Beispiel 1.1 M = (0,1), N =R% A = (2-Achse im R?) ~ R.

2 dg®o (TxM)

N =R?
%— oM
M=, 0=y

/g
\/ / A =R
T,A

_ 29 _

1

Figur 1.2



Kap. 2 Die Orbitrdume ]lAlx y 2.1 Transversalitat

Wir sehen an diesem Beispiel folgende wichtige Eigenschaft von Transversalitdt: Wenn g in Cyy (M, N)
ein klein wenig variiert wird, so bleibt die Transversalitit erhalten. Es ist sogar so, dafl eine
nichttransversale Abbildung beliebig genau durch transversale Abbildungen approximiert werden kann

(Figur 1.3).

g fransver-

, 2 sal zu A
g nichtransversal zu A

2 Stérung

_ 1
9«01y
N = R? oder A=R
\ 1 2 g transver-

L — sal zu A

_ Stérun
A=R 9

Figur 1.3 A =R
Eine Verallgemeinerung des regular value theorems 1.3.2 ist das

Theorem 1.7 [H, Kap. 1, Thm. 38.3] Set g: M — N eine C"-Abbildung, r> 1, und AC N eine C"-
Untermannigfaltigkeit von N. Falls g transversal zu A ist, so ist g‘I(A) etne C"-Untermannigfaltigkett
von M. Die Kodimension von g‘I(A) m M ist gleich der Kodimension von A in N.

Wir sagen zwei Untermannigfaltigkeiten A und B sind in allgemeiner Lage oder auch schneiden
sich transversal (Symbol M), falls die Inklusionsabbildung i: A— N transversal zu B ist; oder
dquivalent dazu, falls fiir z € A N B gilt

(1.4) T N=T A+T_B
Denn sei ¢ transversal zu B, also
< T N=T B+T A

denn i(2) = z, und aus i = Idy | 4 folgt Di(z) = |, ,.
Bei der zweiten Formulierung von allgemeiner Lage sehen wir leicht eine Symmetrie der Bedingung in

A und B.

Korollar 1.8 Seien A® und B® Untermannigfaltigkeiten der Mannigfaltigheit N™. Falls A und B sich
transversal schneiden, so gilt: AM B ist eine Untermannigfaltigkeit von A, von B, sowie von N und es

istdimANB=a+b—n.
BEWEIS Sei i: A— N transversal zu B, dann ist nach Thm. 1.7 i‘J(B) ={zeAliz)eB}=ANB

eine Untermannigfaltigkeit von A. Thre Dimension ergibt sich aus
a—dim Ah B = Kodim,, 4, AN B
= Kodim,, 4i'(B)
= Kodim, B , Thm. 1.7

=n—>b
zZu

dimAfWB=a+b—n

Aus der Symmetrie der Definition des transversalen Schnittes in A und B erhalten wir, da AM B
ebenfalls eine Untermannigfaltigkeit von B ist. Da nun A h B eine Untermannigfaltigkeit von A, und A
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eine Untermannigfaltigkeit von N ist, ist A M B auch eine Untermannigfaltigkeit von N. O

Nun wollen wir den transversalen Schnitt zweier zusammenh&ngender Untermannigfaltigkeiten
komplementéirer Dimensionen etwas genauer untersuchen: Seien A und B zusammenhingende C’-
Untermannigfaltigkeiten der C"-Mannigfaltigkeit N, r > 1, die sich transversal schneiden. Es sei
k:=dimA und n:=dim N, dann ist also dimB =n—k. Nach Korollar 1.8 ist AMB eine C'-
Untermannigfaltigkeit von N und dim AN B =k+(n—k)—n=0; d.h. A B besteht aus isolierten
Punkten, deren Anzahl fiir kompaktes N endlich ist.

Sei p € AN B, dann spannen 1I'_A und T B aufgrund der Transversalitit des Schnittes den gesamten
Tangentialraum TN~ R"™ auf. Lokal ergibt sich in einer Karte (¢,U) von N qualitativ ein Bild wie in
Figur 1.4 (wir nehmen etwa eine durch ea:pp'I: M > U(p)—T ,M gegebene Karte).

Rn'k

. ToB=RMK

ToM = B
P T,A=RK

A RK

O=q(m)

Figur 1.4

Korollar 1.9 Durch Nachschalten eines (z.B. linearen) Diffeomorphismus des R™, der TpA in RF und
TpB in R™* tberfihrt, konnen wir oBdA annehmen, daff die direkte Summe in

(1.6) T,N=T,A&T,B

etne orthogonale Summe ist.

DIE MORSE-SMALE BEDINGUNG

Wie zuvor ausgefiihrt, kénnen wir oBdA davon ausgehen, daf} f eine glatte Morse-Funktion auf M
ist. ¢ sei eine glatte Metrik auf M (deren Existenz ist zu Anfang von Abschnitt 1.2 gezeigt worden).
Wir  betrachten nun wieder die Zeit-t-Abbildung ¢, € Dif f>(M), die vom negativen
Gradientenvektorfeld —Vf € £°°(M) erzeugt wird. Fiir beliebiges f und ¢ schneiden sich nun W*(x)
und W#*(y) im Allgemeinen nicht transversal (z,y € Crit f), d.h. die Morse-Smale Bedingung ist im
Allgemeinen nicht erfiillt.

Beispiel 1.2 Betrachte wieder den (senkrecht stehend) in den R® eingebetteten 2-Torus (Figur 1.5).

3

TZ

1 &
Figur 1.5
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Als Morse-Funktion auf M nehmen wir die Hohenfunktion in der 3-Richtung
(1.7) fale,y,2) =2, (x,y,2) € T2 R

g sei die vom R® auf T? induzierte Metrik, — V5 ist dann das Vektorfeld auf T2, welches an jedem
Punkt von M in Richtung des stdrksten Abfalls zeigt. — V f; besitzt vier Singularitidten M,s;,s, und
m auf T? (Figur 1.6).

3
1 ¢
Figur 1.6
Es ist nun
(1.8) Wh(s)) NW?3(sy) =1, Ul

wobei {; und [, 1-dimensional sind; d.h. dieser Schnitt kann nicht transversal sein.

Wenn wir jedoch die Morse-Funktion ein klein wenig verdndern (die induzierte Metrik ¢ &ndert sich
hierbei auch), so erhalten wir Transversalitdt. Sei 3’ eine Richtung in der 1-3-Ebene nahe zur Richtung
der 3-Achse; wenn wir nun f3, statt f, als Morse-Funktion betrachten, so entspricht dies einem Kippen
von T? (Figur 1.7).

M

1 ¢
Figur 1.7

W(s;) und W?(sy) schneiden sich nun nicht mehr; ein leerer Schnitt ist aber per definitionem
transversal.

Smale hat 1960 in [Sm] festgestellt, dafi diejenigen Vektorfelder, die der (natiirlich spéter)
sogenannten Morse-Smale Bedingung geniigen, C'l-dicht in Grad®(M) liegen (Grad® (M) bezeichnet
die glatten Gradientenvektorfelder auf M). Dies ist die Aussage seiner beiden folgenden Theoreme (uns

reicht der Fall M = 0):
_ar
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Theorem 1.10 [Sm, Thm. A] Sei | eine glatle Funktlion auf einer geschlossenen glatten Mannigfaltighkeit
M"™ mit nichtdegenerierten kritischen Punkten; g sei eine glatte Riemannsche Metrik auf M. Dann
kann V f Cl-approzimiert werden durch ein Vektorfeld X € X°°(M) fiir das gilt:

(1) Zu jeder Singularitit § von X existiert eine Umgebung N, sowie eine glatte Funktion fﬁ und
ewne glatte Riemannsche Metrik 93 auf N, so daff (auf N) gilt: V f = X. Auferdem ist B ein
nichtdegenerierter kritischer Punkt von fﬁ' Biseen B, bezetchne die Szngﬁulamtaten von X.

(2) Firee M gilt: o(z)Uw(z) C Ulrilﬁl (o und w bzgl. der Zeit-t-Abbildung von X ).
(3) W5,;) mWs(ﬁj) fir i,j€{l,...,m}.

Theorem 1.11 [Sm, Thm. B] Seien X und M wie in Thm. 1.10, insbesondere seien (1),(2) und (3)
erfiilllt. Dann existiert eine glatte Funktion f auf M mit folgenden Eigenschaften :

(a) Die kritischen Punkte von f stimmen mit den Singularititen von X iiberein. Um jeden
kritischen Punkt 3 von f ewistiert emne Umgebung U g, so dafs fl r,, mit der Funktion f g |7 aus (1)
plus einer Konstanlen iibereinstimmi, d.h. daff gilt [ | Uy = fﬁ | Ug —|—ﬁcﬁ, c3 € R geeignet. A

(b) Falls X(p) # 0 ist, dann ist X am Punkt p € M transversal zur Niveaufliche [~ (f p)).
(c) Sei B € M ein kritischer Punkt von f, dann gilt }(6) = Ind;,(ﬁ)

Proposition 1.12 Voraussetzungen wie in Thm. 1.11 und 1.12, dann gilt: Auf M existiert eine glaite
Riemannsche Metrik §, so daf ng =X.

BEWEIS Seien Ug. die Umgebungen der (nichtdegenerierten) kritischen Punkte ﬁ]‘ von f, dann gilt
nach Thm. 1.11 (a) 7und Thm. 1.10 (1) fiir g € U .: Es existiert eine glatte Riemannsche Metrik 95 auf
Ug , so daB 4 j
] ~
(1.9) Vg, D=V, fg o) = X(a)
B

Sei nun {U,}; ¢ 5 eine Uberdeckung von M\ Uﬁ Uﬁ , welche die Singularitdten 3; nicht enthdlt (Figur
1.8).

Figur 1.8

Indem wir die U, gegebenenfalls verkleinern, kénnen wir annehmen die U, seien Kartengebiete von
Karten (p,,U;) von M. Die Kompaktheit von M rechtfertigt die Annahme |[A| < oo. Nehmen wir
weiter an, wir hétten fiir alle 7 € A bereits Riemannsche Metriken g, auf U, gefunden, welche

(1.10) (Vg0 =X(a) q€U;

erfiillen, so kénnten wir uns, mittels einer Zerlegung der Eins (siehe (A.27)) {A;}, ¢ AU{B . By} der
endlichen Uberdeckung {Ul}l caV {Uﬁ1 “Ug } von M, folgende Metrik konstruieren: = *

(1.11) 9@ (&¢) = > M) g0 (6¢) s qeM, ECET M
P €AU{B, . B}

Symmetrie, positive Definitheit, sowie Nichtdegeneriertheit folgen sofort und offensichtlich aus eben
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diesen Eigenschaften der einzelnen Summanden g,(¢)(-, - ). Es handelt sich also um eine Riemannsche
Metrik.
Sei nun ¢ € M nahe bei §,;, dann ist (-, )= 9s (q)(-, -) und es gilt
~ J
(1.12) (Vaho =y, Par=Xa)
wie vorher. !
Firge M, £ € T M beliebig, gilt
(1.13) 9@ (X, 8) = 2 2(9) 940 (X(9),§)
= Y A(0) 9:0 (V. P@),€)
= A (a) df @) (€)
= df@) (&) ()
= df(@)(€)
Dies ist dquivalent zu
(1.14) X =V;f

Es bleibt also die Konstruktion der Riemannschen Metriken g, auf den offenen Mengen U, i € A,
von denen wir oBdA annehmen, sie seien Teilmengen des R". Wir wissen nun, daf§ f bzw. X in U,
keine kritischen Punkte bzw. Singularitdten besitzen; auBlerdem ist X transversal zu Niveaufldchen von
f. Letzteres ist nach Prop. 1.3.6 ja auch eine notwendige Bedingung fiir ein Gradientenvektorfeld.

Sei ¢ € U,, dann besitzt die Niveaufldche }"1(}’((])) in einer kleinen Umgebung von ¢ ein Frame. U, sei
geeignet gewihlt (insbesondere hinreichend klein), so daf Vi::]:'I(]:(q))ﬂUi ein Frame besitzt. Ein
Frame auf V, ist eine Basis {F(p),... £, ,(p)} von T,V ~ R™, welche glatt von p abhidngt. Da X
nach Voraussetzung transversal zu Niveauflichen von f ist, stellt {E(p),..., ¥, ,(p),X(p)} fiir peV,

Y -1

eine Basis von TpM ~ R"™ dar. Sei ¢, die durch X erzeugte Zeit-¢-Abbildung, dann ist mit p € V,

(1.15) { Do, (p)(Ey(p)) + - Doy(p)(E, ;(p)), Do(p)(X(p)) }

fiir t € (—e€,€), € > 0 hinreichend klein, eine Basis von Ty (p)M ~ R™. Dies folgt aus der Stetigkeit von
D¢, (p) in t. Es ist siehe (2.3.3) ¢

(1.16) Do, (p)(X(p)) = X(¢y(p))

Figur 1.9

Fiir U, hinreichend klein, haben wir also ein Frame

(117) {El(p)a---aEn.J(p)aX(p)} y P € Ul 9 Ek(p):: D¢t(p) (Ek(p)) 9 k € {17---777'_ 1} .

Wir definieren nun

(1.18) 9,(E;(p), E(p) := 6y,
(1.20) 9:(X(p), X(p)) := df(X(p))

Sei nun ¢ € TpM, p € U;, dann ist (das Argument p wird der Einfachheit halber weggelassen)
_ 97 _
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(1.21) 9,(X,8) = g,(X, & By + ...+ €, B, +E,X)
=& 9{(X B 4+ 6 0(X B ) 4 £, 94X, X)
=& df(E) +. 4+ & df(E, )+ &, df(X)
=df(&E 4+ €0 +6,X)

= df(€)
Dies ist dquivalent zu
(1.22) X(p) = (V, o) s pel; .
k3
was zu zeigen war. O

Bemerkung 1.3 Die Funktion f, welche uns Thm. 1.11 liefert, ist eine Morse-Funktion vom selben Typ
wie die urspriingliche Morse-Funktion f. DaB die kritischen Punkte von f nichtdegeneriert sind, folgt
aus Thm. 1.11 (a) und Thm. 1.10(1). Nach Lemma 1.4 haben die hyperbolischen Vektorfelder V g/ und
\ f denselben Typ, falls sie hinreichend C''-nahe sind. Es hat nun f denselben Typ wie V f und [ wie

gf (sieche Beweis von Prop. 1.3), womit die Aussage bewiesen ist.
Wir kénnen dies auch folgendermaflen einsehen: f hat denselben Typ (als Morse-Funktion) wie V f
(als hyperbolisches Vektorfeld). Nun sei X hinreichend nahe bei V g/ in %W( ), also sind nach Lemma
1.4 X und V_f vom selben Typ. X = Vj f hat (als hyp. VF) aber denselben Typ wie f (als Morse-
Funktion), dles folgt aus Thm. 1.10 (1) und Thm. 1.11 (a). Damit ist gezeigt: f und f sind vom selben
Typ.

Indem wir unsere glatte Morse-Funktion f und die glatte Riemannsche Metrik g gegebenenfalls
durch ein f und § wie oben ersetzen, kénnen wir oBdA von folgendem ausgehen :

Bemerkung 1.4 f ist eine glatte Morse-Funktion auf der geschlossenen glatten Riemannschen
Mannigfaltigkeit M™ und der durch —Vf erzeugte FluB ¢, geniigt der Morse-Smale Bedingung: Fiir
beliebige Singularitdten z,y von — Vf schneiden sich W*(z) und W?(y) transversal.

In den funktionalanalytischen Zugéngen zum Morse-Witten Komplex [Po] und [Sch] wird gezeigt, daf
es de facto reicht nur die Metrik ¢ leicht zu stéren ohne jedoch f zu verdndern. Unser Resultat besagt,
daBl wir im Allgemeinen von (f,g) zu (},ﬁ) iibergehen miissen, damit die Morse-Smale Bedingung
erfiillt ist. Im Hinblick auf unser Ziel den Morse-Witten Komplex, welcher aus den kritischen Punkten
einer Morse-Funktion, graduiert durch ihre Morse-Indizes, aufgebaut wird, sind beide Resultate jedoch
gleichwertig. Da in unserem Resultat f und f denselben Typ haben, und die Kettengruppen C_(f) des
Morse-Witten Komplexes von den kritischen Punkten frei abelsch erzeugt werden, gilt C' (f) ~ C*(]")
Der zweite Baustein bei der Konstruktion des Morse-Witten Komplexes, ndmlich die Menge der
isolierten Orbits, wird in beiden Ansétzen (beim Ubergang von ¢ zu § in [Po] und [Sch] und von (fy9)
zu (},ﬁ) bei uns) verdndert.

VERBINDENDE MANNIGFALTIGKEITEN UND ORBITRAUME

Wir definieren jetzt die £ mit y verbindende Mannigfaltigkeit
Dieser Schnitt kann auch leer sein; auﬁerdem ist er, da W*(#) und W?(y) unberandet sind, unberandet.
Theorem 1.13 Voraussetzungen wie in Bemerkung 1.5, dann gilt: Im Fall W*(z) NW?*(y) # 0 st M, .,
eine glatte Untermannigfaltigkeit von M mit dim M, = Indf(x) - Indf(y).
BEWEIS Dies ist die Aussage von Korollar 1.8; weiter gilt

dimM, , = dim W x)+dimW?(y)—n = Indf(x) +(n— Indf(y)) —n= Indf(x) — Indf(y) ,
wobei die zweite Gleichheit aus Prop. 1.3.11 folgt. O
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Korollar 1.14 (i) Indf(l‘) < Indf(y) = Mx,y =0
(ii) Indy(z)=1Ind;(y), £y = M, =0
(iti) Indy(z)=1Indyy), 2=y = M, =r=y

BEWEIS (i) Es ist dimW"(z) <dimW'y) =n—dimW?*(x), also dimW"(z)+dimW?*(y)<n=
dim M. Wenn sich nun W*(z) und W?*(y) schneiden wiirden, dann wére an so einem Schunittpunkt p
die Transversalitdt verletzt, da T W*"(z) und TpWS(y) aus Dimensionsgriinden nicht den ganzen
T ,M ~ R" aufspannen konnen Also gilt M, :=W"(z)NW?(y) =0.

(11) Wir nehmen an M, #0 Sei p € Mx Ly dann ist O(p):=¢ (p)C M, (qb neg. GradientenfluB).
Nach Thm. 1.13 ist dzm Mx .y = 0, besteht also aus diskreten Punkten. Das 1st ein Widerspruch.

(iii) W¥(x) und W?(y = x) schneiden sich nur im Punkt z, denn sonst hétten wir einen geschlossenen
Orbit, was nach Prop. 1.3.4 fiir einen Gradientenfluff nicht mdéglich ist. O

Hieraus folgt sofort das

Korollar 1.15 M, #0 und z#y = Indy(z)> Ind(y)

Sei zunichst Indf(x) > Ind (y)+ 1, sei weiter a € (f(y), f(x)) ein reguldrer Wert von f, dann ist
f1(a) eine geschlossene glatte (;1— 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Sei p € M N f1(a)
und ¢(-,-):RxM —M der durch —Vf erzeugte FluB; er erfiillt %(b(t,p) = —Vfod(t,p) Aus
é(-,p):R— M, , folgt %qf)(t, p) € Tyie, )My, also gilt insbesondere

(1.24) Lo(t,p) limg= —VIod(,p)= —V(p) €T M, ,
Nach Prop. 1.3.6 ist nun —Vf 1L & V&€ Tpf‘l(a) ~ R™!, also ist
(1.25) R-(=Vi@)+ T, (a) =R ~T M
und somit
-1 _

(1.26) r,Mm, +T,f (a)_TpM
Der Schnitt
(1.27) M, hfa) = M,
ist also transversal und somit nach Kor. 1.8 eine glatte Untermannigfaltigkeit von M mit
(1.28) dim M, , = (Indj(x)— Ind ;(y)) + (n—1) -

= Indf(x) — Indf(y) —

=dimM, ,—1
Im Fall Indf(x) < Indf( ) definieren wir Mx y —M 2,y Nach Korollar 1.14 ist dann M =, auBer
fr Indf(x) = Indf( ) mit £ =y, denn dann haben wir namlich M =M, , =xz=y.

heifit Orbitraum von z und y, er ist als Schnitt der unberandeten Mannigfaltigkeiten Mz y und

f‘f(a) ebenfalls unberandet. Jedes p € M%y reprasentiert eineindeutig einen Orbit O(p) C M, Lyl d.h.

wir haben einen Isomorphismus
(1.29) ke My, > M, /)~
p = [pl ,
wobei fiir r,s € M, ., gelte :
r~s = r€0(s) ;dh.r=¢sfireinteR.

Injektivitdt: Sei [p]=[q], d.h. O(p) = O(q). Nach Kor. 1.3.5 schneidet O(p) f‘l(a) héchstens
einmal, wegen der Stetigkeit von f auf O(p) genau einmal, ndmlich in p. Also schneidet O(q) f‘l(a)
ebenfalls genau einmal in p, also p = q.

Surjektivitédt : Sei [p] € y/ ~ undr €M,  ein Reprasentant von [p]. Nun ist lim,___¢,r =y
und lim,_, _ ¢, =z (da r E M oy ), also schneidet O(r) £ ( ) wegen der Stetigkeit von f auf O(r).
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Sei p so ein Schnittpunkt, dann ist k(p) =[r] = [p].

Damit gilt

(1.30) ., = U ow
PEMy y

Usteht fiir die disjunkte Vereinigung von Mengen.
Die Abbildung O( - ) ordnet einem p € Mg,y seinen Orbit bzgl. der Zeit-t-Abbildung ¢, zu:

(1.31) O(p):=¢ p:={op|teR} ,

also ist O(p) C M«,y. Aufgrund von (1.30) entspricht O(p) eineindeutig einem Element p € Mgz, y.
Wegen Mz, y C Mz, y, macht es auch Sinn O(-) auf Elemente von M,y anzuwenden.

Beispiel 1.3 M = 52, ¢ sei die vom R® auf $? induzierte Metrik, o,y 2)i=2, V(z,y,2) € 5% C R3,
Mz,y = M\{x,y}.

Ind (=2

r d

Ind ;(y)=0

x ¥
Figur 1.12

A0 —
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2.2 Kompaktheit

In diesem Abschnitt sollen die Orbitriume My y auf Kompaktheit untersucht werden. Zur
Erinnerung: Die in Abschnitt 2.1 definierten Orbitriume Mz, y sind glatte Untermannigfaltigkeiten von
M der Dimension Indy(z)—Indy(y)—1. AuBerdem sind sie (als Mannigfaltigkeiten) unberandet. 9
bezeichne den topologischen Rand, d.h. Abschlufl minus Inneres der Menge, dann gilt: Entweder ist
OMa,y=0 oder (OMa,y# 0 aber IMe yN Mx7y =0). Im ersten Fall ist M, ,y zundchst
abgeschlossen, da jeder HP (Haufungspunkt) von M,y im Innern von Mg, y liegt, also zu M,y gehort.
Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge M, ist Mg,y ebenfalls kompakt; jede Folge in
M,y besitzt also eine (in Mx,y) konvergente Teilfolge. Im zweiten Fall wird sich herausstellen, daf§
Mz, y kompakt ist "bis auf gebrochene Orbits der Ordnung 1”7, | € {1, Ind f(x) — Ind 4(y)} geeignet.

Dies ist die Aussage von Thm. 2.1. Dieses wird spdter in Abschnitt 3.2 beim Beweis des zentralen
Theorems dieser Arbeit, ndmlich von J; ;0 d; = 0, eine wichtige Rolle spielen. Auflerdem liefert es das
Resultat, daf§ im Fall Ind(x)—Inds(y) =1 der Orbitraum Mg,y aus endlich vielen (und damit
isolierten) Punkten besteht (I or. 2.2, Beweisversion 1). Diese werden isolierte Orbits genannt und sind
der wesentliche Baustein in der Konstruktion des Morse-Witten Komplex.

Ein wichtiges Hilfsmittel im Beweis des Kompaktheitsresultats Thm. 2.1 ist das Grobman-
Hartman Thm. 2.4. Der Beweis selbst beruht auf einer Idee von A. Floer [F1] zum Beweis von Kor.

2.2.

Zum Schluf} dieses Abschnitts geben wir noch zwei weitere Versionen des Beweises von Kor. 2.2 an.
Version 2 entstammt der oben angesprochenen Idee von A. Floer, wihrend Version 3 eine, uns von S.P.
Novikov vorgeschlagene, Idee beniitzt. Hierbei ist allerdings vorauszusetzen, dafl  und y die einzigen
kritischen Punkte in f‘l([f(y),f(x)]) sind. In Appendix A zeigen wir, wie die urspriingliche Morse-
Funktion aufBlerhalb einer isolierenden Umgebung von Mg,y modifiziert werden kann, so dafl diese
Voraussetzung erfiillt ist. In Appendix B beweisen wir ein (zu Thm. 2.1 analoges) Kompaktheitsresultat
fiir Trajektorienrdume Mg,y C CT(R, M), > 2, statt fiir die Orbitrdume Mg, y. Hieraus folgt eine
vierte Beweisversion fiir Kor. 2.2.

Eine Teilmenge K C Mg,y heifit kompakt bis auf gebrochene Orbits der Ordnung ! oder auch
kompakt bis auf (I —1)-fach gebrochene Orbits, falls fiir jede Folge {p,}, . C K gilt: Entweder besitzt
{P;};e eine (in K) konvergente Teilfolge oder es existieren krltlsche Punkte T=Tg,.nl] =Y,
2<1< Indf( z)— Indf( ), und (= x; ; mit z; verbindende) Orbits §. € M . .1, 80 daﬁ b; —
(415 qp) fiir i—oo. Die Morse-Smale Bedmgung liefert: [ < Indf(g ;z}

Wir kénnen uns diesen Begriff im Fall Ind(x)— Inds(y) =2 durch Figur 2.1 veranschaulichen:
K C M,y ist kompakt bis auf 1-fach gebrochene Orbits. Die Folge {Pi}ie C Ma,y konvergiert hier

gegen einen 1-fach gebrochenen Orbit (¢q,q,) € M o XM vy

0 (@)

Ue(o@U 0(@))
Figur 2.1
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Diese Konvergenz ist folgendermaflen zu verstehen :
(2.1) b= (g )
& Ve>0 ATEN Vi>1 : O(p) CU(UL,0;))
Mit O(p,)=¢ p,; ist der Orbit durch p; als Teilmenge von Ma,y C M gemeint (ein Element

D; € Mgz, y ist ja per definitionem von Mz,y auch ein Element von Mz, y, wir kénnen also ¢, auf p;
anwenden).

Die wesentliche Aussage dieses Abschnitts ist das

Theorem 2.1 My y ist kompakt bis auf gebrochene Orbits der Ordnung [, [ € {1 ,...,Indf(x) — Indf(y)}
geetgnet.

Hieraus folgern wir leicht das, zur spiteren Definition des Randoperators, so wichtige,

Korollar 2.2 Im Fall Ind () —Indy(y) =1 gult: # My y<oo. D.h. Mg,y besteht aus einer endlichen
Anzahl diskreter Punkte.

BEWEIS (VERSION 1) Nach Thm. 2.1 ist M 2,y kompakt bis auf gebrochene Orbits der Ordnung 1. In
der Definition dieses Begriffs ist jetzt nur der ,,entweder”-Fall zutreffend; d.h. jede Folge in Mx7y
besitzt eine konvergente Teilfolge. Dies ist aber gerade ein Kriterium fiir Kompaktheit. Die Diskretheit
der Elemente von Mg, y folgt aus der Tatsache, daff sie 0-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von M
sind. Eine Menge diskreter Punkte ist nun genau dann kompakt, wenn sie endlich ist. O

In diesem Fall besteht Mz 4 aus einer endlichen Anzahl von 2 mit y verbindenden Orbits (siehe den
Isomorphismus (2.1.29)). Diese haben eine herausragende Bedeutung in der Konstruktion des Morse-
Witten Komplex. Wir nennen sie isolierte Orbits, ihre zugehérigen Trajektorien nennen wir isolierte
Trajektorien.

Um den Beweis von Thm. 2.1 zu fiihren, sind noch einige Zitate von Resultaten, sowie
Vorbemerkungen, nétig. Das erste Zitat ist das

Lemma 2.3 [PdM, Kap. 2, Lemma 4.8] Sei Y : R® —=R" ein C"-Vektorfeld, r> 1, mit Y(0) =0 und V'
erfiille eine Lipschitz-Bedingung mit Konstanter K. Dann ist der durch Y erzeugte Fluff auf RxR"
definiert und es gilt

||Yt(a:) -Y,(y) || < K1l lz—vy| ,Ve,yeR™.

(Y, bezeichnet hierbei die durch Y erzeugte Zeit-t-Abbildung).

Sei nun {(gpi,Ul»)}f\Ll ein endlicher C°°-Atlas unserer inshesondere kompakten Mannigfaltigkeit M™,
dann sind Vfo gplfl: R" D ,(U;)—R" ie{l,...,N}, glatte Vektorfelder. Aufgrund ihrer Glattheit
geniigen sie lokal einer Lipschitz-Bedingung mit Konstanter K ;. Gegebenenfalls durch eine Verfeinerung
der Uberdeckung {Ul»}f\il von M (die dann auch wieder endlich gew&hlt werden kann ) kénnen wir
oBdA davon ausgehen, dafi die Vektorfelder Vfogol»‘l: 0;(U;)—R", ie{l,..,N}, der Lipschitz-

k3
Bedingung mit Konstanter K, geniigen. Nun ist

(2.2) K =  ma K,
1€ {1,...,N}

einerseits wohldefiniert und andererseits eine globale Konstante fiir M.

Ein anderes Resultat, das wir bend&tigen, ist das Grobman-Hartman-Theorem. Es besagt, dafl ein
Diffeomorphismus ¥ lokal konjugiert zu seiner Linearisierung an einem hyperbolischen Fixpunkt ist.

Grobman-Hartman-Theorem 2.4 [PdM, Kap. 2, Thm. {.1] Sei 9 € Dif f"(M), r> 1, und p € M sei ein
hyperbolischer Fizpunkt von ¥. Dann existieren Umgebungen V(p) C M und U(0) C T,M, sowie en
Homéomorphismus h: U(0)—V(p), so daff gilt

hoDd(p)=Voh
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Hieraus folgt
hoDY(p)o DI(p)=1ohoDi(p) :ﬁoho(h‘loﬁoh) =020k

Durch Tteration erhalten wir ho DJ(p)" = 9" o h, woraus sich wiederum folgern 148t, dafi (innerhalb
U0) bzw. V(p)) E* und E?® durch h isomorph auf W*(p) bzw. W?*(p) abgebildet werden. Aus
h(0) = ho DI(p)"(0) = 9" o h(0) folgern wir zunéchst, daff ~(0) ein Fixpunkt von ¥ ist; also £(0) = p.
Sei nun z, € E* (d.h. DI(p)" (x,)— 0 fiir n—oo), dann ist

p =h(0) = holim DI(p)"(z,) = lim ho Di(p)"(z,) = lim V"o h(z,) ,
also h(x,) € W*(p).
Umgekehrt sei ¢ € W?(p), dann ist
0 =h"'(p)=htolim 0"(q) = lim h™ 0 0"(q) = lim Di(p)" o h'(q)

also h‘l(q) <
Mittels des Grobman-Hartman-Theorems koénnen wir also (lokal um p) die topologische Struktur der
Orbits von o untersuchen, indem wir jene der Linearisierung Dd(p) betrachten.

Das G-H-Thm. 2.4 ist das entscheidende Werkzeug im Beweis der néchsten Proposition. Diese hat eine
zentrale Position im Beweis von Thm. 2.1.

Proposition 2.5 Se: 9, € Dif f"(M) die von einem Vektorfeld X € X' (M) erzeugte Zeil-t-Abbildung,
r>2, und p€ M sei ein hyperbolischer Fizpunkt wvon 9,. V(p)C M und U(O)CTpM seien
Umgebungen wie im G-H-Thm. 2.4. Sei q. € W*(p)NV(p), ¢, # p, und sei {q,;},c eine Folge von

Punkten q; ¢ W*(p) UWY(p) mit lim,___q; = q,. Dann existiert ein Punkt q, € W*(p)NV(p), ¢, # p,
mat

9y € U O(qz)
(RS

BEWEIS Zunéchst einmal wollen wir uns die Aussage dieser Proposition mittels einer Skizze etwas
veranschaulichen. In einer geeigneten Karte um p haben wir folgende Situation :

s
Vvlgc(p) E
% V(p) G/ /] UO=KVp))
Qs ds
o(a) . 0 (&)
Qu P W () 3, 0 EY
\—/
h-l

Figur 2.2

Nach dem G-H-Thm. 2.4 geniigt es die Bilder unserer Objekte unter A% auf R ~ T,M=FE°®E" 2u
studieren; hier wirkt der Diffeomorphismus Dv,(p). Objekte aus E*@® EY sind mit einer Tilde 77
gekennzeichnet.
S§(0) C E“ bezeichne die Sphdre vom Radius ¢ um 0 in EY (in Figur 2.3 ist S§(0) als die 0-
dimensionale Sphére S dargestellt, diese besteht aus zwei disjunkten Punkten). Wéahle § >0
hinreichend klein, so dafi S§(0) C U(0). Nun geniigt es offenbar zu zeigen, daB ein g, € S§(0) existiert
mit

1 €
Wir machen die Widerspruchsannahme, daf kein solches g, in S§(0) existiert. S¥(0) und |J, o O(g;)
sind also disjunkt, auflerdem sind sie beide abgeschlossen. Deswegen existiert ein 0 < € < 6, so dafl
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U (S50) N g 0@,)=0 ,

l
U.(S§(0)) bezeichnet hier die e-Umgebung von S§(0) in R™. Dieses ¢ sei nun zusétzlich hinreichend
klein gewahlt, daB8 gilt U _(S§(0)) C U(0) (Figur 2.3).

EU

S5 U.(SL0)

Figur 2.3

Auf T M ~ E®& EY haben wir das linearisierte C”’-Vektorfeld DX(p): T,M—T,M. Nach Prop.
1.1.2 und Lemma 1.1.3 ist DJ,(p): rMm—-T.M die von diesem Vektorfeld erzeugte Zelt t-Abbildung.
Da DX(p) mindestens C ist, erfiillt DX( ) eine lokale Lipschitz-Bedingung mit Konstanter K. Wir
nehmen oBdA an, dafi U(0) 1nnerhalb des Giiltigkeitsgebietes der Lipschitz-Bedingung liege.
Nach Lemma 2.3 haben wir folgende Abschdtzung
(2:3) | D901 (©) = Do) (O < H 1T =] v ecer(o).
Sei N €N hinreichend grof}, so daB (Dﬁt(p))N 7, = (D0 (p), € UE/Z(O). Da Dv,(p) auf E*
kontrahierend ist (siehe Prop. 1.1.6), gilt

(DO, (p))"q, € UE/Z(O) ,Yn> N .
Sei weiter I € N hinreichend grof}, so daf§

a0, < §eF IV vzt

Damit gilt
(2.4) | (Do, )N i, — (Do) G

= || (DI N () T — (DI () T |
<6K~|Nt|‘%‘e—K~|Nt|:% VisT.

Daraus folgt (Dﬁt(p))N q; € U(0) fiir alle 7 > 1.

N.
(Xslxu)=(D'61. (p)) qI ~
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Sei i > I, wir schreiben (Dﬁt(p))N qr=:(xgx,), wobei x, bzw. x , gerade die E°- bzw. E"-Koordinaten

von (Dﬁt(p))N q; sind. Weiter nutzen wir jetzt die Linearitdt von D9J,(p) aus. Seien A®:= D9,(p)

|E57
A":=Ddy(p) | puund A:= (A%, AY): E° ¢ BV — E° & E".

Aus (2,7,) €U (0) folgt insbesondere |z | <e. Da A® kontrahierend ist, schliefen wir aus

5y

Az, 2,) = (A% "z, (A")"x,,), daB A"(z,z,) fiir alle n € N in einer e-Umgebung U (E£") (in R™) von

5y

E* bleibt. Da A" expandierend ist, existiert ein N € N mit
eamyVo, gz o+
Der Orbit O(g;) = O((x,,x,)) muB U_(S§(0)) also schneiden (fiir alle i > I'). Also ist

5"y

U (S50) N g O@)#0 ,

das ist ein Widerspruch. O

Proposition 2.6 Sei g € Mz, y, dann gilt: f(Q)<fly) = q¢=y

BEWEIS Da f langs Loésungskurven von — V[ streng monoton fallend ist (Prop. 1.3.4), gilt
F(Mz,y)= [f(y), f(x)]. Da [ stetig ist, gilt

P @) F@)] = £ (), f(@)] D My
Also ist f(q) € [f(y), f(z)], d.h. der Fall f(q) < f(y) ist gar nicht mdglich.
Sei also f(q) = f(y). Wir betrachten eine Morse-Karte (¢,U) um y:

g5, HWE(y))
oW y))
EU
=p(y)
oU)C R"
fo® '=1(y)

Figur 2.5

AuBerhalb von U ist f| WA\ > f(y) +¢€ € >0 geeignet; also folgt ¢ € U. In der Teilraumtopologie

beziiglich U ist W?®(y) abgeschlossen. Mit Mg,y = W (x) N W?*(y) C W*(y) folgern wir also: also

GEMz,y = ¢qeW?(y) = ¢€W?y). Der einzige Schnittpunkt von W?#(y) mit der Niveaufldche
f‘l(f(y)) ist 0 = ¢(y) (siehe Figur 2.5), also folgt ¢ = y. O

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun endlich zum

BEWEIS (von Thm. 2.1) Im Fall Ind¢(z) = Ind(y) gilt nach Kor. 1.14 entweder M,y =0 oder
Mz,y=x=y; also entweder Mgz y=10 oder Mgz y=2z=y. In beiden Féllen ist Mgz y offenbar
kompakt.

Sei also Indy(z) > Indy(y) und {p,}, eine Folge in Mz,y. Wenn diese eine in Mg,y konvergente
Teilfolge besitzt, so sind wir fertig. V&ir nehmen also an, dafl dies nicht der Fall ist. Aufgrund der
Kompaktheit von M, finden wir eine Teilfolge (selbe Bezeichnung), die gegen ein p € M konvergiert; es
gilt

PEMuyC Mauy

Nach Prop. 1.3.7 verbindet O(p) zwei kritische Punkte z; und z, von f. Fiir jedes ¢ € R ist zunéchst
op € Ma,y: Es gilt ¢é,p=¢,(lim_p;)=lim,_ ¢, p; und, da ¢,p,€ Ma,y, und eine

AR
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abgeschlossene Menge jeden Haufungspunkt enthdlt, folgt ¢,p € Mz, y. Speziell ist die Folge
{o.prt, ¢ CMazy, wegen z, = limp oo ¢,,p gilt mit derselben Argumentation zy, € Mz, y.

Figur 2.6 y

Jetzt wenden wir Prop. 2.5 an und erhalten die Existenz eines Punktes ¢, € W"(z,), ¢, # 79, mit
¢, € Mz,y. Wir folgern, daBf O(q,) z, mit einem kritischen Punkt z4 verbindet, usw.. Diese Iteration
bricht nach endlich vielen Schritten ab, da nur endlich viele kritische Punkte zur Verfligung stehen. Mit
Prop. 2.6 enden wir zum Schluf} bei y.

Wenn wir nun dem FluB des Punktes ¢ in riickwértiger Zeitrichtung folgen, kénnen wir analog
argumentieren und enden bei x. Wir haben also endlich viele kritische Punkte x = zy,z,...,2; =y
(nach Umbenennung) und verbindende Orbits ¢, € M .. J=1,...,0. Aus Kor. 1.15 folgt (aufgrund
der Morse-Smale Bedingung) J

(2.5) Ind(x) > Ind (1) > ... > Ind(z) ;) > Indg(y)
also gilt | < Indf(x) - Indf(y).

j-1°

X= Z0

V) (ql)

Figur 2.7

Wir wissen also Ul] —10(g;) C Mz,y. Es bleibt noch die spezielle Konvergenz der Orbits O(p,) gegen
(445-- ;) zu untersuchen, d.h. wir miissen zeigen

(2.6) Ve>0 31eN Vi>T : 0(h)cU( U5_,06,) )

Wir miissen also fiir jedes ¢ > 0 ein I = I(¢) angeben, so dal der Orbit durch p, O(p;) fiir i > I im -
Schlauch um den (I — 1)-fach gebrochenen Orbit (¢4,...,q;) liegt. Es gelte

lim; _op;=p€ sz-l’zj ,Je{l,..,1}.
Es seien V (z;) CM und U (0) C T, M Umgebungen wie im G-H-Thm. 2.4. Nun wéhlen wir ¢ > 0
hinreichend klem so dafl U ( yCV (z ), Vj=0,...,l. Weiter sei 0 < &< ¢ hinreichend klein, so daf§
Ug ;(0) Ch (U( 2)), Vji=0,....1.
Mlt q, /) (7 =0,..,0—1) bzw. q(]) (j =1,...,1) seien die Punkte bezeichnet, die uns Prop. 2.5 liefert und
fiir die gilt
() € U G n W

' )N Vi)
NS

J
_ AR _
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2.2 Kompaktheit

bzw.

¢ €U 0(p;) n Wiz

' )N Vi)
NS

J

Wir konnen oBdA annehmen H @g)H = H Qg)H = %, wobei @g;)s =h! (g, (]) JEEYCT, M denn

h'].

Figur 2.8

s -
~7N E U,@=K "Mz

IR ARED)

wir kénnen q(]) mittels der FluBabbildung verschieben und das Resultat ist weiterhin Element von

g O(p;) N WH2(z5) N Vi(z5)

l—)OOpl - qu

Weiter gelte oBdA lm3 (- ), denn sonst nehmen wir statt {j)l}le die Folge {qSTj)l»}l.e ,

wobei gelte ¢;p = q,;

Sel nun 7', € R, so dabl gilt ¢ q(] 1 q(]) und sei I €N, so daf fir alle ¢ > I gilt p, e Uy (q, (- )),
€/8c)-exp £ >0 und ¢ > 1 seien geelgnete onstanten fur ann gilt (Lerhma
8 —KT)), K 2 nd > 1 K fiir M. T It (Lerhma 2.3

fl'ir die kompakte Mannlgfaltlgkelt M, d(-, -) sei der Riemannsche Abstand auf M)

_q(J)
g — f(~T
(2.7) A or bis or al ) < e alh g )
< c-eK.Tj-(E/Sc)-e_K.Tj

=¢8<e ,Vix>1I,.

Damit wissen wir ¢[0,Tj]pi C U5(¢[0,Tj]qg-1))‘

(AR

Figur 2.9
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Kap. 2 Die Orbitrdume ]lAlx y 2.2 Kompaktheit

Nun finden wir nach Prop. 2.5 Punkte pl(jH) € O(p;) mit lim (it1) — qg) und anhand unserer

l—)OOpl

Konstruktion sehen wir, dafl das Orbitstiick zwischen qSTj p,; und pl(H' ) fiir r > Ij in h(Ug ;(0)) und
somit in U (z ) enthalten ist.

_KT-
Jetzt finden wir ein I +1 €N, so daB fiir alle ¢ > I]+1 gilt : p(J+1) c U (qg))’ 6j+1:: €/8-¢ S i
damit gilt q/) 0.T +1]p(i+ )C U (qf)[O 7. -I-l]qg)) Dieses Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten

2

ab und endet bei z; = y. Analog verfahren wir in riickwértiger Zeitrichtung und enden bei z; = x. Dann

gilt fiir ¢ > I:==max {I,..,1;} : O(p )CU(U]_IO((})) a

Der erste Teil des vorangehenden Beweises beruht auf einer Idee von A. Floer [F1] zum

BEWEIS (von Kor. 2.2, VERSION 2) Sei also Indf( z) AIndf(y) =1, wir machen die
Widerspruchsannahme #Mx7y—OO Sei {p} eine Folge in Ma,y mit j)l»géj)j fiir ¢ #j (se
beispielsweise p, die i-te Zusammenhangskomponente von My gy ©=1,..,00). Wir wissen nun, daf} die
p; O-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von M sind, d.h. es sind 1soherte Punkte. Nach Definition
von Mgz, y kénnen wir {j)l}l als eine Folge von Punkten in M betrachten, welche aufgrund der
Kompaktheit von M eine (in ﬁl) konvergente Teilfolge besitzt. Sei P der Limes dieser Teilfolge, also

P €M yCMay

Analog zum ersten Teil des Beweises von Thm. 2.1 folgern wir nun die Existenz von kritischen Punkten
T =207 =Y € Mz, y, | €N geeignet, sowie von verbindenden Orbits q] € M L Jd=1.1
Kor. 1.15 hefert nun (als Konsequenz aus der Morse-Smale Bedingung) L

(2.8) Ind(zg) > Ind(z1) > ... > Indy(z))

woraus wir, mit der Voraussetzung Indf(a: =zy) = Indf(y = z;) + 1, folgern [ = 1. Das bedeutet aber
P e Mgy, womit die Isoliertheitseigenschaft der Elemente von Mg,y verletzt ist. Das ist ein
Widerspruch.

Deswegen ist #Ma,y < 0o, besteht also aus endlich vielen diskreten Punkten. Jede Folge in Mg,y
besitzt aus diesem Grund eine konvergente Teilfolge, M,y ist also kompakt. O

Eine weitere Beweisversion, die zunéchst rein topologischer Natur ist, wurde uns von S.P. Novikov
vorgeschlagen :

BEWEIS (von Kor. 2.2, VERSION 3) Wir nehmen zunéchst an f‘l[f(y),f(x)]ﬂCritf = {x,y}, d.h.
die einzigen kritischen Werte von f im Intervall [f(y), f(x)] werden bei z und y angenommen. Sei

Indf(x) —k+1= Indf(y)—l— 1, sei 6 >0 hinreichend klein und sei Sg(x) die k-Sphire vom Radius 6
um z in W*(x) und Sg(y) die (n —k — 1)-Sphére vom Radius 6 um y in W?(y).

W)

w40

Sa(X)

Figur 2.10
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Kap. 2 Die Orbitrdume ]lAlx y 2.2 Kompaktheit

Sei d € (f(y), f(®)), d.h. d ist ein reguldrer Wert von f, also ist f‘l(d) eine Untermannigfaltigkeit von
M der Dimension n — 1 (siehe das regular value thm. 1.3.2).

X
m f' l(d)
Mxly
y

Figur 2.11

Aufgrund der Kompaktheit von S4(x) finden wir nun ein T, >0, so daB§ f(p) <d, Vp € ¢p_(Ss()).
Ebenso finden wir ein T,>0,s0 daB f(p)>d, Vpe ¢ _ Ty(55(y)). Wir kénnen uns das so vorstellen:

. f i)

""" ¢TX(35(X))
y

Figur 2.12

oder so

S500
> 505
: £ Xd)
¢ (55000

Figur 2.13

Es ist nun

(2.9) 0, 7,)96(@) N S _ 1, 01(5s(¥) N FId) ~ Mey

denn jeder Punkt der linken Seite hat den Funktionswert d und liegt auf einem x mit y verbindenden
Orbit, also entspricht er eineindeutig einem Punkt in Mz, 4.
Die linke Seite ist als Schnitt dreier abgeschlossener Mengen abgeschlossen, also ist Mz, y abgeschlossen.

_ 40 _



Kap. 2 Die Orbitrdume ]lAlx y 2.2 Kompaktheit

Da M kompakt und Mqe,y C M, folgt M,y kompakt. Daff gilt # Ma,y < oo, folgt nun wie am Ende
der Beweisversion 2 (eine, in einem Kompaktum enthaltene, diskrete und abgeschlossene Punktmenge
kann nur endlich sein).

Die Voraussetzung fj[f(y),f(a:)] NCrit f = {x,y} ist dadurch gerechtfertigt, dal wir in Appendix A
zeigen werden, wie man die Funktion f auflerhalb einer isolierenden Umgebung (Def. in App. A) von
Mz, yU{a,y} derart modifizieren kann, dafi unsere Voraussetzung {iber die kritischen Werte erfiillt ist.
Das Wesentliche dabei ist, dal Mz, 4 dabei nicht verdndert wird. O

Eine weitere Beweisvariante ist in Appendix B dargestellt. Statt Folgen in den Orbitrdumen My,
werden wir dort Folgen in Funktionenrdumen bz, y C C"(R, M), r > 2, untersuchen. Wir werden dort
ein Thm. 2.1 entsprechendes Kompaktheitsresultat zeigen, welches — auch beziiglich der Beweisidee —
ein Analogon im Fall des symplektischen Wirkungsfunktionals auf dem loop-space von M (also in der
Floer-Homologie) besitzt, siche [Sa2, Prop. 4.2]

—_ RO —



Kap. 2 Die Orbitrdume Mx y 2.3 Glueing

2.3 Glueing

In diesem Abschnitt soll das sogenannte Glueing ( kleben) von Orbits eingefiihrt werden. Darunter
ist eine Abbildung # zu verstehen, welche zwei Orbits @ € M oy und v € M einen Orbit
u# vE Mx ., zuordnet. p € (0,py) heiBt Glueing-Parameter. Wir wollen die Abblldung # hier jedoch
nur fur den Fall Indf( z) = Indf( )+ 1= Indf( z)+ 2 definieren, da wir zur spéteren Definition des
Morse-Witten Komplexes nur diesen Fall benotigen.

Weiter ist u# - v kompakt bis auf den 1-fach gebrochenen Orbit (a,0) € M yXM . Da nun die
Zusammenhangskgmponente Mx , l-dimensional ist, und u# 0,5 ]v offenbar ein Ende darstellt, ist

. diffeomorph zu (0,1), besitzt also ein zweites Ende Mit Methoden wie in Abschnitt 2.2 uber
Kompakthelt laBt sich zeigen, daBl das zweite Ende gegen ein Paar (i,9,) € M%y XMy 2
konvergiert. Aufgrund der Resultate dieses Abschnitts (Eindeutigkeit des Schnittpunkts), kohnen Wir
folgern (@, 0) # (g, y). Die Menge {x,y,y5,2} UO(@)UO(9)UO(ty) UO(D,) stellt offenbar den
topologischen Rand von M’ . dar. In diesem Sinne sagen wir (&, ?) und (&, d,) seien cobordant. Dieser
Begriff ist in Abschnitt 3.2 bel der Konstruktion des Randoperators wichtig.

Im ersten Teil ’DER EINDEUTIGE SCHNITTPUNKT” dieses Abschnitts geht es darum die
Grundlage fiir die Wohldefiniertheit der Glueing-Abbildung zu schaffen. Wir nehmen zunédchst zwei
Punkte p € u und ¢ € v, dann wihlen wir zwei kleine Kreisscheiben D* und D™* in W(x) baw. W?(z),
welche u bzw. v in p bzw. ¢ transversal schneiden. Die Idee ist nun D¥ und D™* in positiver bzw.
negativer Zeitrichtung flieflen zu lassen. Das A-Lemma besagt, dafi sie sich (in einer Karte um y) in der
C'-Topologie an EY(y) bzw. E*(y) anndhern. Nun stellen wir (;STDk und (/)TDn‘k, T hinreichend gro8,
lokal (in einer Karte) als Graphen geeigneter Abbildungen dar und zeigen, daf sie einen eindeutigen
Schnittpunkt besitzen, der stetig differenzierbar von 71" abhingt. Fiir T—oo konvergiert dieser gegen .
Anschlieflend diskutieren wir die Existenz des Schnittpunktes noch einmal mit differentialtopologischen
Methoden.

Im néachsten Teil "DIE GLUEING-ABBILDUNG” wird diese zunédchst definiert. Es stellt sich
heraus (Lemma 3.6), daf§

# : :M%yx(o po)XMyz - Mx,z

eine Einbettung darstellt. Fiir festes (4, v) € M, yx My, - ist u# )@ also eine zusammenhingende 1-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von Mx 2y Mg, »und M. 7o

DER EINDEUTIGE SCHNITTPUNKT

Wesentlich fiir die Konstruktion des eindeutigen Schnittpunkts ist das sogenannte A-Lemma. Dazu
brauchen wir den Begriff der ¢ C"-Ndhe von zwei Untermannigfaltigkeiten. Seien S und S’ C'-
Untermannigfaltigkeiten von M, r > 0, und sei ¢ > 0. S und S’ heiflen ¢ C"-nahe zueinander, falls ein
C"-Diffeomorphismus n: S — 5" (ein Homdomorphismus fiir » = 0) existiert, so daff i’ o iy e-nahe bei i in
der C"-Topologie ist (hier: schwache Topologie, da M kompakt). i: S — M und i': S’ — M bezeichnen
die Inklusionsabbildungen.

Sei p € M eine hyperbolische Singularitidt eines Vektorfeldes X € X"(M), r > 1, Ind(p)=k.
v, € Dif f'(M) bezeichne die durch X erzeugte Zeit-t-Abbildung; dann ist nach Prop. 1.1.11 p ein
hyperbolischer Fixpunkt von #,. Mittels einer Karte (¢,U) um p, kénnen wir annehmen p =0 € R".
Mit Hilfe einer Konjugation von #,, wie sie am Ende von Abschnitt 1.3 beschrieben ist, kénnen wir
oBdA annehmen, da8 (in einer Karte!) die hinreichend kleinen Umgebungen W (p) bzw. W7 (p) von
p in W¥(p) baw. W?*(p) Teilmengen der linearen Unterrdume EY bzw. E® von T,M~ R™ sind. B*
bzw. B® seien in W7, (p) bzw. p) so eingebettete Kreisscheiben, dafi dB™? transversal zu X in
W™ 3(p) ist; es gelte p e B%®, sei eine k-dimensionale Kreisscheiben in M, welche W73, (p)
transversal in einem Punkt ¢ schneidet, d.h. D* Wi,p)=4q. Sei V:=B*x BY, dann gilt das

log(

XLemma 3.1 [PdM, Kap. 2, Lemma 7.2] Df bezeichne die Zusammenhangskomponente wvon
ﬁt(Dk) NV, welche 9,(q) enthilt. Dann gt

Ve>0 Ity >0 Vi1, - Df ist ¢ Cl-nahe zu B%
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ES~R™K
V=B°xBY
k
Eu ~ Rk
=0 BY Wll:)c(o)
BS
Wie(®

Figur 3.1

Wir wenden dieses Resultat jetzt auf unseren Fall des negativen Gradientenflusses ¢: RxM — M
an. Dabei seien z,y,z € Crit f mit Indf( r)=k+1= Indf(y) +1= Indf(z) + 2. Wir wihlen nun zwei
feste Orbits @ € M,y und € My,-. Unser Ziel wird sein zu zeigen, dafl genau eine
Zusammenhangskomponente Mx . von Mg, - existiert, welche eine gegen (a,0) € Mz yx My, -
konvergente Teilfolge besitzt, bzw. anders formuliert, dafl genau eine Zusammenhangskomponente
M%, 2 von Mg, » existiert, so daf§ (siehe Figur 3.2)

(O(@),0(2)) C MY,y
X

Figur 3.2

Sei qx €u das eindeutige Element mit f(7,) _—(f )+ fy)) und G, €v dasjenige mit
f@,) = (f )+ f(2). Sei D**1 eine kleine abgeschlossene Umgebung von ¢, in W%x), welche
dlffeomorph Zur (k + 1)-dimensionalen Einheitsvollkugel sei. Sei —(f )+ f(y)) ein reguldrer Wert von
f, dann ist f~ ( (f(e)+ fly )) eine (n— 1) dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Selbst wenn

(f )+ f(y)) kein regularer Wert von f sein sollte, so ist f~ ( (fe)y+ f(y))) lokal bei g, immer noch
eme Untermanmgfaltlgkelt von M. Wir brauchen hier nur diese lokale Eigenschaft. Der Schnitt
fl(% (fe)y+ f(y))) N Dk ist transversal, da DF W)\ {z}. Diejenige
Zusammenhangskomponente dieses Schnittes, welche ¢ enthédlt, bezeichnen wir mit D*. D¥ ist nun
eine k-dimensionale berandete Untermanmgfaltlgkelt von M, welche diffeomorph zur k-Vollkugel ist.
Aufgrund der Konstruktion ist klar daB D* den Orbit u transversal bei 7, schneidet (in W"(x)).
Analog konstruieren wir ein D™ , welches den Orbit v transversal bei ¢, schneidet (in W?*(z)), siehe
Figur 3.3.

Wir betrachten die kritischen Punkte und die entsprechenden Teilstiicke von u und v jetzt mittels
geeigneter Karten. Alle Orbits in Mx z, die nahe bei (u,v) liegen, schneiden also DF und D™*. Wenn
wir nun D¥ in positiver und D™* in negativer Zeitrichtung fliefien lassen (mittels ¢, naturhch)

reprisentieren die Schnittpunkte gerade Orbits aus Mg, -. Wir werden zeigen, daf fiir T > 0

_ R _
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hinreichend grof}, qST(Dk) und ¢ _ T(an) einen eindeutigen Schnittpunkt besitzen, der stetig
differenzierbar von 1' abhidngt und fiir T'—oo gegen y strebt. Hieraus werden wir schliefen, dafl es
genau eine Zusammenhangskomponente M%, » gibt, in deren topologischem Abschluff (u,v) liegt.

Wioc00
Kk+1D-dim.
X
u
-1 F0O+(y)
- f ()
Gy
B e Wi
ES
| HUCR'

Eu
n-k- 1)=: Dn-k—]
s
W|oc(Y)
(n-k)-dim. ~
]
‘ljn-k
s ~ nk+1 1 i)+ @
W@ob (%@
\

Wi

(n-k+1)-dim.

Figur 3.3

Sei 7> 0 hinreichend grof, so daf ¢,:=¢_(7,) € W7i,.(y) und ¢ :=¢ _ T(sz € Wi, (y), dann schneidet
DF .= (/)T(Dk) 5e(y) im Punkt ¢, transversal (in M) und ebenso D™ ::(/)_T(Dn‘k) iey) im
Punkt ¢, (in M):

Zunichst einmal schneidet (/)T(f)k) den Orbit u am Punkt ¢_(g,) transversal in W"(z), denn der
Tangentialflufl D¢ _ erhélt Transversalitdt. Nach Voraussetzung gilt

_R2 _
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(3.1) T, D*4+R-E=T; W) (=R |
wobei & =7(0) mit n Losung des AWP’s 7(t) = — V f(n(t)), n(0) =q,. Jetzt wenden wir D¢_ auf die
vorige Gleichung an, es ergibt sich
(3.2) RV > T, W) = D¢, (,)(T; W)
= Do.(q,)(T; D*)+ Do, (R-(0)
=T, D* +R-i(7)
- k

Also haben wir Transversalitdt (in W*"(z)) des Schnittes von (/)T(f)k) =DF und w am Punkt
¢.(4,) = q,- In die letzte Gleichung ging folgendes ein :

(3.3) D (1,) (R-7(0))  =R-Do_(n(0)(Lnt)|,_,)
=R-Dé (i —) (FNO [ ,= _) L a):=n(t+7)
=R-& (6, 00)(—7)
=R-L 0
=R-Ln(r)
=R-Lnty|,_,
=R-i(7)

D.h. der Tangentialflul D¢ _ verschiebt Tangentialvektoren an die Trajektorie 5 in einem Punkt p in
Tangentialvektoren an n im Punkt ¢_p. Genauso folgt

Jetzt zur Transversalitdt (in M) von DF und W (y) am Punkt ¢, : Es ist

loc
(3.4) quM = quW“(x) + quWS(y) , Morse-Smale Bed.
= quW“(x) + quWfoc(y) v, €W ()
= quDk +R(T) + T, Wiy) , (3.2)
= quDk + quWfoc(y) ,h(r) € quWfoc(y) .

Analog erhalten wir Transversalitit von D" und Wi (y) am Punkt ¢,. Die Voraussetzungen des -
Lemmas 3.1 sind also erfiillt.

Seien nun D§ bzw. Dg‘k Kreisscheiben in W7 (y) baw. W7, (y) vom Radius 6 >0 um 0. 6 sei
hinreichend klein, so da§ V := Dlngg‘k enthalten ist in der Umgebung V(y) aus dem G-H-Thm. 2.4.
(¢,U) sei eine Karte um y (d.h. wir konnen annehmen y =0 € R™), oBdA gelte V(y) C U. Wir haben
jetzt qualitativ eine Situation wie in Figur 3.4.

Wi (y)

Figur 3.4
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Das A-Lemma 3.1 liefert nun zu jedem ¢ > 0 (also insbesondere zu ¢ € (0,1)) ein ¢, € RT, so daff fiir
alle t > 1 Df ¢ C'-nahe zu D5 ist. Ebenso findet man ein ¢, € RT,sodafl V¢ > t, gllt D™ ]f: ist e C'1-
nahe zu Dn . Wir gehen nun unter Verwendung der Tatsache V CV(y) oBdA davon aus, daf} gilt:

(3.5) ﬂ'k(Df) = D§ und 7, (D" t) = Dlg' , Yt > Ty > max{t,t }, T, hinreichend grofl .

x’z

7y, baw. 7, bezeichnen wie zuvor die Orthogonalprojektionen auf E* bzw. E®.

ES~ R"K
Rn
k
P N YN
Tk
\L DIS( q)—’rqz Eu ~ Rk
=0| Wi (0)
DY
V
Wi O

Figur 3.5

Unser Ziel ist es nun eine C'- Abblldung F: Dk—>|Rn ko konstruieren, so daf} Dk der Graph von F
ist; d.h. daB gilt: D¥ = {(x, F(x)) |« € D¥ c R¥}.

Sei 0 <e<1, dann liefert das A-Lemma 3.1 ein ¢, € RT, so da fiir alle reellen t>t gilt D ist €
C'nahe zu D5 Es existiert also ein C* lefeomorphlsmus n: D5—>Dk cCM (D C IR fiir geelgnete
Karte und & > 0 hinreichend klein), so dafl i,07: D —R"™ in der (schwachen) C'-Topologie e-nahe bei
ig: D —R" liegt. 7, bzw. ig bezeichnen die Ink]uswnen von D bzw. D in M (und damit in R™ bzgl.
der geelgneten Karte). Es gelten also

. lis(z)—i;on(z)|<e ,VeeDiCRY,
' | Dig(x) — D(iyon)(x)|| <€ ,VoeDfCRF.

Wie schon zuvor angedeutet, wollen wir nun die ganze Situation in einer Karte um y betrachten. Es
muf} dazu lediglich § > 0 hinreichend klein gew&hlt werden.

Die Eigenschaft i) besagt nun, daff Df in einer e-Umgebung von D§ (bzgl. R™) liegt. Dies ist nichts
wesentlich Neues und héitte bereits aus dem G-H-Thm. 2.4 hergeleitet werden kénnen.

Also ist der wichtige Punkt die Eigenschaft ii). Diese wollen wir jetzt genauer analysieren und einige
Folgerungen aus ihr herleiten. Mit :R"—RF sei die Orthogonalprojektion auf die ersten &
Koordinaten bezeichnet, mit 7 . Jene auf d1e letzten (n—k) Koordinaten. Wir interessieren uns nun

fiir die Abbildung +:=m 0 (i,07): R* > D C R*.
ES~ Rn-k
/kx__/o—/\
DT oM
Y= Rk
DIS( <T X=(X1 ""'Xk)

_ Rf —
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Figur 3.6

Proposition 3.2 Die Abbildung :=m o0(i,on): Dlg—>DgC wst, fiir ¢ >0 hinreichend klein, ein cl.
Diffeomorphismus.

BEWEIS Es ist mp(2q,...,2,) = (£y,...,2), hieraus ergibt sich

(3.7) Dy 2,) = ( gy Op p) € Mat(k,n)

D(iy o n)(y,.. iy T(%--ka)Dlg ~ RkHT( DF cR™

iton)(x17""$k)

hat beziiglich der kanonischen Koordinaten des R" die Gestalt (mit &:= (z,...,2y))

(o, om), _ a(i;omn); _ |
ng(x) ng 7
(3.8) D(i,on) (@) = € Mat(n, k)
a(ltOT])n _)) 6(lton)n _))
i axl to axk 1
Hieraus ergibt sich
(3.9) Dy(¥) = D(mp 0 (i,0on))(¥) = Dy, | (i, o n)(E) o D(i, o) (%)
[0(i, om); _ a(i,on), _ |
S ) S )
= € Mat(k, k)
Aiyom)y Aigom)y
éx: bz .. éx: k(z)

Weiter ergibt sich aus ig5(xq,...,2) = (2q,...,2,0,...,0) € R"

kk

(3.10) Dig(7) = € Mat(n, k)

Ok i

Jetzt kommt die Eigenschaft ii) ||Di5(f)—D(ito77)(f) ||< ¢, Vi e Dlg, zum Tragen. Sie besagt, daf}
Dig(¥) im Raum Mat(n,k) e-nahe bei D(i,on)(Z) liegt. Hieraus folgern wir nun, daf die aus den
oberen ersten k Zeilen von D(i, on)(¥) bestehende (kxk)-Matrix (welche dann gleich D(m o (i, 0 1)) (¥)
ist) nahe bei  ; € Gl(k,R) liegt. Da Gl(k,R) offen in Mat(k,k) ist, folgern wir, dal§ D(my o (i, 0 1)) ()
fiir hinreichend kleines ¢ > 0 invertierbar und damit ein Isomorphismus ist. Das Thm. 1.1.8 {iiber
inverse Funktionen besagt nun, da8 ¢ :=m o (i,0n) lokal bei ¥ € D§ ein (C1-) Diffeomorphismus ist.
Da dies fiir alle z € D§ gilt, schlieflen wir, daf3

W : DY — D
ein (C’l—) Diffeomorphismus ist. O

Es ist i,0n: D%—HR” ein Cl-Diffeomorphismus auf sein Bild (i,0m) (Dg) = Df und die Komposition
(i,om)o vl Dy —>Df C R"™ dieser beiden Diffeomorphismen ist nun selbst ein Diffeomorphismus auf
sein Bild Df. Nach Konstruktion werden die ersten k& Koordinaten (zq,...,2;) unter (iton)o1/;'1
erhalten. Wir miissen (iton)o1/f1(f) nun nur noch mittels 7, auf den R™" projezieren, um die
gesuchte  C''-Graphenabbildung F:= 7,0 (i,on)o Yl D§ — Dg'k CR™ zu erhalten. Nach
Konstruktion ergibt sich

(3.11) DF = (%, FZ)| % € DY}

_ R —



Kap. 2 Die Orbitrdume ]lAlx y 2.3 Glueing

Figur 3.7

Analog konstruieren wir die C''-Graphenabbildung G': Dg‘k—> D§ C IRk, so daf gilt
(3.12) D™h ={(Gy,§) i € DF"}

Jetzt gilt unser Interesse dem Schnitt DfﬂDn_‘];, wir werden zeigen, dafl dieser Schnitt fiir jedes

hinreichend grofie { € R aus genau einem Punkt besteht. Es ist
(3.13) D;N D™= {(& F&)|# € D5}n{(GF,i)|§ € Dy}

= {(#,F%) € D¥xDF* |37 € DF ¥ so daB (7, F7) = (GF,7)}
Also ist fiir p € V. CR" mit p_:=(py,...,p) und pyi= (Prppse-oPp)
(3.14) p=(pyp,) ED;NDY & (p,Fp,)=(Gpyp,)
& py= pr und F'p, = Py
& p,=Gp,=(Gol)(p,)
&1 p, ist Fixpunkt der Abb. G o F: DY — D

Die Existenz eines Fixpunktes von G o F, und damit eines Schnittpunkts von Df und Dn_‘]f:, erhalten

wir an dieser Stelle bereits aus dem Brouwerschen Fixpunkt-Theorem [H, S. 73], welches besagt, daf
eine stetige Abbildung g¢: Dk _. Dk (Dk bezeichne hier die k-dimensionale Einheitsvollkugel im IRk)
einen Fixpunkt besitzt.

Wenn eine Konstante 0 < I < 1 existiert, so daf} gilt
(3.15) |GoF(&)—GoF(&)| < L|& —1,| ,Vi,i,eDy,
so nennen wir GG o F' eine strikte Kontraktion. Es gilt das bekannte

Theorem 3.3 [RS, Thm. V.18] FEine striklte Kontrakiion auf einem wvollstindigen metrischen Raum
besitzt etnen eindeutigen Fizpunkt.

Wegen
|GoF(fl)—GoF(fz)| . o %
(3.16) —— < sup ||D(G o F)(Z) || , Vi, %, € Dy,
| #1 =2, 7 e Df
geniigt es zu zeigen
(3.17) supk”D(G o F)(Z) || < L , fiir L €(0,1) geeignet,
¥ € Dy

um zu folgern, dal GG o F' eine strikte Kontraktion ist, und somit nach Thm. 3.3 einen eindeutigen
Fixpunkt in D§ besitzt. Hieraus folgt, wie oben gezeigt, dafl Dfﬂ Dn_]f: aus genau einem Punkt besteht.
Dieser hingt von der Lage von Df und Dn_]f: ab, welche sich stetig differenzierbar in ¢ &ndert. Also gilt
das
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Lemma 3.4 Fir ¢ € (0,1) und t > T, Ty wic in (3.1), gilt: Dfﬂ Dn_]f: besteht aus genau einem Punkt,

welcher stetig differenzierbar von t abhdngt.
Es bleibt noch zu zeigen

Proposition 3.5 Fiir e € (0,1) (¢ wie in (3.6)) existiert ein L € (0,1), so daf8 gilt
sup |[D(Go F)&)| < L
¥ € Dlg
BEWEIS Wegen
| D(G o F)@)| <||DG(FZ)|-| DF )|

reicht es zu zeigen | DF(Z)||< Ly, Ly € (0,1), T € Dg, und eine analoge Abschétzung fiir DG(FZ). Es

war
(3.18) F:=m_ ,o(i,on)o Yl Dlg—>Dg‘k CR™ | also
. : — o, un
3.19 DF : TD¥ — TDy* d
(3.20) DF(Z): RF ~ T_D¥ — T, Dy~ R
Rn-k
Fd <0k
S
DT Non
k
—— R
Dy
Figur 3.8
Mit der Kettenregel ergibt sich
(3.21) DF (%) = Dr,,_(iyon oy ™ (@) o D(iyon) (7)o DY (F)
[aGi,om)y 4o aigon)y 4|
% wln L e
1 K
= (On-k,k n-k,n-k) ° © D1/)-1(f)
; ai, on) ai, on) € Mat(k, k)
€ Mat(n —k, ion o o :
at(n —k,n) éx n (L3 éx n (!
€ Mat(n, k)
(oG omp iy o Aigompyr 4o |
t%*wl) taxkﬂW)
— o Dy (&)
d(izom) a(i, on) € Mat(k, k)
i, om N i, om TN a )
E () b ()

=B € Mat(n—k,k)
_FEQ
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Aus (3.6) ii) folgt, daf B e-nahe bei 0,1, ist, denn mit (3.8), (3.9) und (3.10) ergibt sich

Di(Z)
(3.22) BE <e = IBl<eund|Dp@)— 44f<e
Ok i B

Aus (1.1.10) wissen wir D1/)‘1(f) = [Dy(# )] Dy(z):R R* —R* ist ein linearer Operator, wir schreiben
ihn als Dy(¥) = gp A mit

(3.23) lAll=|D@) - yuf|<e<tm=1 ,dace(01).

Es gilt nach [Ka, Kap. 1.4, (4.24)]:

(3.24) v < — e

TNAT] o ~ T-0AT = T=¢ = 1 ,dace(0,1).

Damit folgt
(3.25) |DF@)]| =|Bo Dy (@) <l BI-| Dy (@)
=|BIl-|[Dv@)] " |<e-1=e=Lp<1 ,VieDk.

Fiir || DG(Fi&) || gilt eine analoge Abschitzung. O

Eine differentialtopologische Begriindung fiir die Existenz eines Schnittpunktes von Df und Dn_]f:
soll im folgenden skizziert werden. Wir gehen von einer Situation wie in Figur 3.9 aus.

V=DExDk

Figur 3.9

Da wir D und D™ k fiir hmrelchend grofles tE R als Graphen darstellen konnen, sind D bzw. D™ k
homotop zu D5 bzw D5 Die Homotopien H* IXD5—>V und H™F: I'x Dn'k—>V konnen eXptht
angegeben werden :

H*t,%):=(Z,t- FT)
(3.26)
HY M, 5):= (- G, )

Die Bezeichnungen sind wie vorher, I:=10,1]. Offensichtlich ist
H0, D) = (D§,0)
(3.27)
(1, DY) = (D}, F(Dy) = D},
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und der Rand von D§ ist wahrend der Homotopie in 0V enthalten, sieche Figur 3.9. Analoges gilt fiir
H™* Nun ist V als Produkt zweier berandeter Mannigfaltigkeiten selbst leider keine berandete
Mannigfaltigkeit im Sinne von [H]. Wir konnen dies jedoch beheben, indem wir die ”Ecken” von 9V
abrunden. Aufgrund, sowohl des G-H-Thm. 2.4, als auch der Gleichungen (3.6), kénnen wir oBdA
davon ausgehen, daf} ein etwaiger Schnittpunkt von Df und Dn_]f: nicht im Bereich dieser Ecken liegen
kann.

n-k!
D%

S o

vV ‘abgerundetes” V

Figur 3.10

Eine Untermannigfaltigkeit A* von N™ heifit nett, falls gilt

i) 0A = ANON
(3.28)
ii) A wird durch Karten (,U) von N iiberdeckt, so daB A NU = ¢ {(R%).

D§ und Dg‘k sind offenbar nette Untermannigfaltigkeiten von V. Jetzt brauchen wir den Begriff der
Schnittzahl (A, B) zweier sich transversal schneidender netter Untermannigfaltigkeiten einer
Mannigfaltigkeit W (insbesondere muf} gelten dim A 4+ dim B = dimW). [H, Kap. 5, Thm. 2.1] besagt,
da  homotope Untermannigfaltigkeiten A4 und A’ von W, welche transversal zu einer
Untermannigfaltigkeit B von W sind, gleiche Schnittzahl haben, d.h.

(3.29) #(A,N)=#(A,N)

Bei berandeten Mannigfaltigkeiten miissen wir mit den Réndern aufpassen. Es muf} gelten (gleich fiir
unseren Fall)

i) 9Dk c oV — oDyt
(3.30)
ii) H(t,0D¥) c oV —aDr*  vtel.

i) besagt, dafl die Rénder von D§ und Dg‘k disjunkt in JV sein miissen. ii) heifit, daf sich die Rénder
wéhrend der Homotopie nicht treffen diirfen. Diese Bedingungen sind hier erfiillt, deswegen gilt

(3.31) 1 = #(DE, Dy , offensichtlich
—#ofoph Db~ o)
= #(D}, DY) Dt~ Dk

Es ist zu beachten, dafl der Schnitt von D§ und Dg‘k, sowie von Df und Dg‘k, nach Konstruktion
bereits transversal ist. Der Schnitt von Df und D?‘k kann aufgrund des Transversalitdts-Theorems [H,
Kap. 3, Thm. 2.1] oBdA als transversal angenommen werden (sonst mufl eben t ”ein wenig” variiert
werden).

Aus #(Df, Dn_]f:) =1 folgt bis jetzt die Existenz, sowie die ungerade Anzahl von Schnittpunkten. Jetzt
miissten wir wieder ||DF(5) || und ||DG(37) || nach oben durch 1 abschitzen, um folgendes
auszuschlieflen :
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n-k
D%

Figur 3.11

DIE GLUEING-ABBILDUNG

Wir wollen jetzt die Glueingabbildung # definieren. Es seien hierzu z,y,z € Crit f mit

Indf(x) = Inde(y) +1= Indf(z) +2=k+1 fest gewihlt, ke{l,...,n—1}. Weiter  sei
(4,9) € Mz,yxMy, - fest gewdhlt. Lemma 3.4 besagte: Ve € (0,1) 3T, €R Vi > 1T, : Df und D™ *
besitzen einen eindeutigen Schnittpunkt p,, welcher stetig differenzierbar von ¢ abhéngt.
Wir wollen nun die Gréfe ¢ durch eine neue Gréfle p ersetzen. Es ist ¢ ¢, der einzige Punkt von
v =0(%), der den Funktionswert f(qSToqx) besitzt (Kor. 1.3.5). Wir kennen also jedem q € u
eineindeutig den Parameter p(q):= | f(q)— f(y)| zuordnen, ebenso fiir ¢ € v. Fiir gegebenes p € R ™
erhalten wir ein eindeutiges ¢ € u (¢ € v) zuriick, indem wir definieren ¢:= f‘l(f(y) +p)Nu (v). Seien
nun

(3.32) poui= 1F@1,0)=TWI  poyi= [F(12.)—FW)|
und
(3.33) po = min(pg s Pg,)

In den Bezeichnungen Df und Dn_‘]fg ersetzen wir nun ebenfalls ¢ durch p und erhalten Dﬁ und Dﬁ‘k. P
heiflt Glueing-Parameter.

Sei oBdA Pyyu<Pqyy

k_npk _pk
— ] D7, =Dpy 0™ De,

n-k/ / N-K _ -k
Dfy DY=Dp
Figur 3.12

Lemma 3.4 lautet jetzt: Ve € (0,1) 3p, €RT Vp € (0,p,) : Df) und DZ‘k besitzen einen eindeutigen
Schnittpunkt P welcher stetig differenzierbar von p abhingt.

Jetzt definieren wir

(3.34)

H#Le Mx,yx(oapo)XM%z - Mx,z
(,p,0) Ut v =m,0p,
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wobei P, den eindeutigen Schnittpunkt von Df) und DZ‘k bezeichnet und
(3.35) pg := min{py(u,v)|(,v) € My yxMy, =, x,y,z € Crit f (um 1 abnehmende Indizes)}

T, M, > — Mg, - sei die natiirliche Projektion von Mg, - auf den Orbitraum Mg, -:= Mz, - (a),
a € (f(z), f(x)) reguldrer Wert von f. Fiir p € M, » gilt:

(3.36) KerDr (p)=R-Vf(p) ,

denn wenn p lings eines Orbits variiert wird, liefert 7, jeweils dasselbe Element in Mx7z, also ist

D (p)(Vf(p) =

Lemma 3.6 Secien xz,y,z € Crit f mat Indf( )_Indf( )+1_Indf( +2=k+1, ke{l,...,n—1}.
Dann ist - #. : Mz, yx (0, pO)XMy7z—>Mx z eine Einbettung.

BEWEIS Da die Zusammenhangskomponenten von Mg ,y und My, » aus diskreten Punkten bestehen,
geniigt es zu zeigen: Fiir festes (i, 0) € Ma,yx My, - ist 4t . 0: (0, Po) — Mg, - eine Einbettung, d.h.

i) Dt . 0)(p) : T,(0,p9) 2R — Ta#pf)Mx’Z ~Rist Vp € (0, py) injektiv und

ii) 47t v ist ein Homoomorphismus auf sein Bild.
i) Sei ai er kanonische Basisvektor von T' (0, p) >~ R. Es ist zu zeigen: D( a# . 0)(p) (c-aip) =0 =
=08,
(3.37) Dladt .o )pye-2) = - (i)
e (Dmo(p,) 25P,)
=0

Es bleibt zu zeigen : (%pp) ¢ Ker Dm,(p,), Vp € (0,py). Dazu miissen wir die p-Abhéngigkeit von p,
genauer betrachten :

9
mit
f(a,)=p+(y)

y L%
mit (a1, )=-p+f(y)
Figur 3.13

Wir wissen, daf —Vf(pp) in Mg, » transversal zu Dﬁme7z, als auch zu DZ‘kﬂMx,z ist. Da
dim Mz, > = 2 ist, kbnnen wir im folgenden von der Anschauung Gebrauch machen. Mit abnehmendem
p wird eine kleine Umgebung von P, in D N Mz, ~ in Richtung VOIl —Vip ) verschoben, liegt also
insbesondere auf einer (in Figur 3.13 der unteren) Seite von D¥. Eine kleme Umgebung von p
Dn kﬂMx z wird mit abnehmendem p in Rlchtung von Vf( verschoben, liegt also ebenfalls auf
emer (in Figur 3.13 der linken) Seite von DZ Also zeigt der Vektor —aipp in den gestrichelten
Bereich, ist also insbesondere linear unabhanglg von —Vf(p,). Um von — Vf( ,) linear abhéngig zu
werden, miissten wir abnehmendes p in D und zunehmendes p in Dn zulassen :
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K a) pabnehmend in DY

und zunehmend in DQ'k

a) pabnehmend in D",‘ und D

Figur 3.14

In dem uns hier interessierenden Fall a) gilt also fiir 6 P, + 0 6 Py ¢ Ker Dr (pp) pp =0 kann
aber nicht gelten, denn sei U(p ) eine kleine Umgebung von p NMgz, =, dann ist — weil (= Vf)
transversal zu U(p,) ist — U(pp) Nos(Up,) = ¢ fiir Jedes 6 >0 hinreichend klein. Der neue

Schmttpunkt liegt also nicht mehr in U(pp) kann also insbesondere nicht gleich P, sein. Also gilt
20, 70,V € p(0,pg).

DKM, ,

95 (U@

Figur 3.15

i) Zunéchst kénnen keine Selbstiiberschneidungen auftreten :

U#(O,ﬁo)v

A = S bis auf den Punkt p.

Figur 3.16

Bei einer Selbstiiberschneidung wiirden wir mindestens einen Punkt p € u# AO)@ finden, an dem gilt:

6p(u# ) =c-Vf(p), ¢c €R geeignet, was ein Widerspruch zu i) wére. Dle EXlstenz so eines Punktes
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folgt daraus, dafl die Kurve u# 5 v Bereiche von Mgz, > einschlieft, welche bis auf isolierte Punkte
diffeomorph zu S sind. b0
Dieselbe Argumentation schliefit aus, daff so etwas auftritt :

Figur 3.17

Lemma 3.7 Seien z,y,z € Crit f mat Indf( )_Indf(y)—i—l:Indf(z)+2:k—|—1, ke{l,...,n—1}.

Seten 1 € Mx7y und ¥ € My7z, dann gilt:
p—0
P, — ¥

D.h. u# v € Mx =z ist kompakt bis auf den 1-fach gebrochenen Orbit (i,0) € M M%Z

BEWEIS OBdA betrachten wir das (2-dimensionale) Problem wieder in der Ebene. Da e¢€(0,1)
gewdhlt war, wissen wir, dafl die Steigung des Graphen von D’; N Mz, » an jeder Stelle <e <1 ist. Wir

nehmen oBdA an ¢ = %

x ~ Gerade mit Steigung 1
2

Gerade mit Steigung 1/2 bzgl. x,-Achse
Gerade mit Steigung 1/2 bzgl. x;-Achse

~Gerade mit Steigung 1

Figur 3.18

Fir ¢ :% sind obige zwei Geraden mit Steigung % gerade der "worst case” fiir D’; bzw. DZ‘k. Der
Schnittpunkt ist also im schraffierten Bereich zu finden. Dieser schrumpft nun fir p—0 auf y
zusammen. Wir finden daher fiir jedes 7>0 ein R € (0,p,), so daB fiir alle pe(0,R) gilt:
p,=DEnDr et (y). Dh. p,—y fiir p—0.

Wir betrachten jetzt die Folge {u#l nv} mit N:=1/pg, diese konvergiert gegen einen Punkt auf
O(4,v) mit dem reguldren Wert a. Analog Wle im Beweis von Thm. 2.1, zeigen wir nun

Ve>0 I eN Vix>1T : O(a#l/i@)cUE(O(a)uO(@))

_ @4 _



Kap. 2 Die Orbitrdume ]lAlx y 2.3 Glueing

Die Aussagen von Lemma 3.6 und Lemma 3.7 kénnen wir uns durch folgende Skizze veranschaulichen:

Uop0¥
D( G#(o,ﬁo)v ) ('_Oo_p )

Figur 3.19
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Kapitel 3

Konstruktion des
Morse-Witten Komplex

In diesem Kapitel soll der Morse-Witten Komplex definiert werden. Um zu zeigen, daf} er
wohldefiniert und ein algebraischer Kettenkomplex ist, werden wir die Resultate der Abschnitte 2.2
”Kompaktheit” und 2.3 ”Glueing” verwenden.

In Abschnitt 3.1 "ORIENTIERUNG VON VEKTORRAUMEN UND MANNIGFALTIGKEITEN”
definieren wir zun&chst diese Begriffe. Es stellt sich heraus, dafl die instabilen Mannigfaltigkeiten
W*(x), « € Crit f, zusammenziehbar, also einfach zusammenhingend und damit orientierbar sind, und
zwar unabhingig davon ob M orientierbar ist. Uber die Orientierbarkeit von M setzen wir nichts
voraus. AnschlieBend ordnen wir, ausgehend von Orientierungen [z] und [y] von T W"(z) bzw.
T ,W*y), jedem isolierten Orbit & € M, 2,y €0 charakteristisches Vorzeichen n, € { £1} zu. Im Falle
VOIl cobordanten (siehe S. 76) 1-fach gebrochenen Orbits (4y,9,) und (ty,v,) erhalten wir

Ny, = Ny _nuz‘nv

1 1 2

In Abschnitt 3.2 "DER RANDOPERATOR” konstruieren wir den Morse-Witten Komplex und
zeigen, dafl er ein algebraischer Kettenkomplex ist, d.h. daf fiir den kanonischen Randoperator 0, gilt:
0100, =0 (Thm 2.1). Wir definieren die Kettengruppen C(f,o) als von den kritischen Punkten
r € Crit f zusammen mit einer Orientierung [x] von T W"(x) frei abelsch erzeugten (unendlich
zyklischen) Gruppen. n(z,y) sei die Summe der charakteristischen Vorzeichen der isolierten Orbits von
x € Crityf nach y € Crity_,f, dann ist der kanonische Randoperator definiert als folgender auf den
Erzeugern von C'.(f, o) gegebener Gruppenhomomorphismus

Oplel= > nl(x,y) [y]

Yy e Critk_lf
Nun kénnen wir Homologiegruppen definieren

Kerd,
Im@k_l_l

Hk(fagao-) =

Fiir verschiedene Morse-Funktionen f, Riemannsche Metriken ¢ und Orientierungswahlen ¢ lassen sich
Isomorphismen zwischen den entsprechenden Homologiegruppen angeben (siehe [Sa2], [Po], [Sch]). Auf
diese soll hier nicht ndher eingegangen werden.

Um 0y 400, =0 zu zeigen, filhren wir eine Aquivalenzrelation auf der Menge Ol ., von 1-fach
gebrochenen Orbits zwischen xEC’mtk und z € Crity_of ein. Es stellt sich heraus dafl jede
Aquivalenzklasse [(@#,9)] aus genau zwei verschiedenen Représentanten (i, ;) # (@, ¥5) besteht. In der
Summe, auf welche die Berechnung von 0, yo00[x] fiihrt, addieren sich nun (wegen

My = =Ny n“z) je zwei Summanden zu Null.

Ny 1

1

Zum Schluff diskutieren wir noch kurz den Fall von Koeffizienten aus Z,, sowie die verschiedenen
Typen der Zusammenhangskomponenten von M , im Fall der Indexdifferenz 2 von  und z.
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3.1 Orientierung

Im ersten Teil "ORIENTIERUNG VON VEKTORRAUMEN UND MANNIGFALTIGKEITEN”

werden wir diese Begriffe einfiihren und diskutieren.

Im zweiten Teil ”"DIE CHARAKTERISTISCHEN VORZEICHEN” gehen wir wieder von unserer
geschlossenen glatten Riemannschen Mannigfaltigkeit M™ aus. Wir wollen betonen, dafl keine
Orientierbarkeitsannahmen fiir M gemacht werden. Ausgehend von einer willkiirlichen Orientierung o
aller instabilen Mannigfaltigkeiten W*"(x), x € Critf, werden wir den isolierten Orbits u; = O(4;),
u; € Mz,y, x,y€Critf mit Indf(x) — Indf( y=1, ied{l,.. w# Mz y}, charakteristische Vorzelchen
n, € {+1} zuordnen.

U
Im dritten Teil "DER FALL Indf( z)— Indf( )_ 2”  betrachten wir eine (2-dimensionale)
Zusammenhangskomponente Mx z von Mg », von der wir annehmen, daf§ ( )E M XM s
J € 11,2}, existieren mit Y Y

{291,990, 2} U UFZ,0(0)) UO(0)) = OMb, = und (i, 8,) # (ily, By)-
Aus Abschnitt 2.2 wissen wir, daf§ dann fir y; € Crit f gelten mufl:
Indy(x)—Indy(y;) =1 ,j€{l,2}

Figur 1.1 Typische Gestalt von MY, = im Fall Ind () — Indg(z) = 2.

Zum Schluf} leiten wir das im nichsten Abschnitt dufBlerst wichtige Resultat ab, daff gilt (siehe
Figur 1.2):

(1.1) n, n, = —n, ‘N

Figur 1.2 Beuspiel fiir eme mdgliche und eine unmdigliche Kombination der charakteristischen
Vorzeichen.
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ORIENTIERUNG VON VEKTORRAUMEN UND MANNIGFALTIGKEITEN

Zuerst also wollen wir definieren, was eine Orientierung eines Vektorraumes bzw. einer
Mannigfaltigkeit ist. Wir orientieren uns hierbei an [H, Kap. 4.4]. Sei V ein (reeller) Vektorraum der
Dimension n > 0. Zwei Basen {r,...,7, }, {51,...,5,} heiflen dquivalent, falls fiir die lineare Abbildung

(1.2) A:V =V

r,— Arpi=s,

gilt
(L.3) Det A >0
Eine Orientierung von V ist nun eine Aquivalenzklasse [7{;...,7,] von Basen. Im Fall dimV > 0 gibt es

genau zwei Orientierungen, wir bezeichnen sie mit w und — w.

Sei L:V —W ein Vektorraum-Isomorphismus und w = [rq,...,7,] eine Orientierung von V, dann heifit
L(w):=[Lry,...,Lr,] die durch L auf W induzierte Orientierung (da L ein Isomorphismus ist, bildet
{Lry,...,Lr,} eine Basis von W und die Definition macht Sinn).

Im Fall dimV = 0 wollen wir unter einer Orientierung von V ein Element aus { + 1, — 1} verstehen.

Unter einem orientierten Vektorraum verstehen wir ein Tupel (V,w), wobei w eine Orientierung von V
ist. Fiir gegebenes (V,w) und (V’,w’) heifit ein Isomorphismus L: V — V"’ orientierungserhaltend, falls
L(w) = '; ansonsten heifit I orientierungsumkehrend.

Unter der Standardorientierung des R™, n > 0, verstehen wir die Orientierung w™:={ey,...,¢,], wobei e,
den i-ten kanonischen Einheitsvektor bezeichnet. Die Standardorientierung des R® sei + 1.

Nun betrachten wir eine exakte Sequenz von Vektorrdumen der Form
(1.4) LA AT

d.h. alle Abbildungen sind linear und der Kern einer Abbildung ist genau das Bild der vorhergehenden
Abbildung. Die spezielle exakte Sequenz (1.4) heifit kurze exakte Sequenz und es gilt: ¢ ist injektiv und
1 surjektiv.

Sei nun w' = [rq,...,7,,] baw. " =[sq,...,s, ] eine Orientierung von £’ bzw. E", dann ist durch

(1.5) Wi [@r s @T s G100 0y) s mit g, =5, , i={1,...,n},
eine Orientierung von F gegeben; diese ist unabhéngig von der Wahl der g, [H, Kap. 4.4].

Je zwei der drei Orientierungen w’,w,w” legen die dritte eindeutig fest. Wir driicken dies durch
folgende Notationen aus:

(1.6) w=w W | W=w/W und W =w/J

Sei nun N™ eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. N heifit orientierbar, falls ein
Atlas von N existiert, so dafl jeder Kartenwechsel an jedem Punkt eine positive Jacobi-Determinante
besitzt. Ein maximaler solcher Atlas heifit orientierte differenzierbare Struktur. Ist N
zusammenhdngend, so besitzt N genau zwei Orientierungen w und — w. Eine Orientierung w ist durch
eine Orientierung W, eines Tangentialraumes T ,N,peN, bereits eindeutig festgelegt :

Seien (goi,Ui),(goj,Uj) Karten von N mit p€U,NU,; und w, sei eine Orientierung von 7' N. Da
¢;: U;—R" ein Diffeomorphismus ist, ist De,(¢): T U, =T N—R" fir alle ¢gelU, ein
Isomorphismus, dieser hingt stetig von ¢ ab. Sei & eine Orientierung des R", so daB gilt
De,(q) (w,) = w. Wir nehmen oBdA an Det Dg,;(p) > 0. Da Det: Mai(n,R) —R ebenfalls eine stetige
Funktion ist, ist fiir alle ¢ € U, Det Dy,;(q) > 0. Nehmen wir an dies wére nicht so, d.h. es gibe ein
g €U, mit Det Dp,(7) <0, so wiirden wir auf jedem Weg von ¢ nach § einen Punkt ¢, finden mit
Det Dp,(qy) =0 (wegen der Stetigkeit von Det Dy,(+)), dies wére ein Widerspruch. Also induziert die
Orientierung @ von R" fiir alle ¢ € U, dieselbe Orientierung Dgpi‘J(go»(q)) (@) auf T N, d.h.

k3
(L.7) D (9i(0) (&) = Doy (@) (¥) Va0 €U, -
Wir sehen dies folgendermafen ein: Ein Isomorphismus von TN—T;N ist gegeben durch
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Dy (@) o Dpi(g) : TN = R" = TN

Es gilt
Det (Dg; (¢,(@) 0 De;(q)) = Det Do, (¢,(@)) - Det Dpj(q) >0

2

>0 >0

d.h. dieser Isomorphismus ist orientierungserhaltend. Weiter ist

Do, (@) 0 Dey(q) (Do, () (@) = Do, (@) (@)
= , siehe (1.1.10)

was zu zeigen war.
Seinun ¢ € U, N U;, da nach Voraussetzung gilt

0 < Det D(p; 00, )(p(q) = Det Do j(q) - DetDgp;  (¢,(q)
N——
>0

ist auch Det Dy ;(q) > 0. Wie oben folgern wir nun Det D i(q) >0 fiir alle ¢ € U;, damit induziert die
Orientierung & von R™ wieder dieselbe Orientierung Dethoj'I(goj(q))(Cu) auf T' N, Vg €U ;. Dieses
Verfahren koénnen wir nun iterativ fortsetzen und erhalten Orientierungen W, auf allen
Tangentialrdumen TN, ¢eN, so dafl gilt Dgoi(q)(wq):&z. Die Wahl von —w_ wiirde uns die
Orientierungen — Wy Vg€ N, liefern. Alle Abbildungen Dg,(q) wéren fiir alle ¢ und alle ¢ €N
orientierungsumkehrend, d.h. hitten negative Determinante. Sie wiirden also die Orientierung —w von
N reprasentieren.

Es reicht daher im Falle einer orientierbaren Mannigfaltigkeit in jeder Zusammenhangskomponente
einen Tangentialraum zu orientieren, um die Orientierung aller Tangentialrume und damit die
Orientierung der Mannigfaltigkeit festzulegen.

Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar (auf x, € X), falls Idy nullhomotop ist (d.h.
homotop zur konstanten Abbildung ¢, (x) =2,€ X, Ve € X). X heiBit einfach zusammenhingend,
falls gilt : X ist wegzusammenhéngend und jeder geschlossene Weg in X ist nullhomotop.

Lemma 1.1 [H, Kap. 4.4, S. 105] Jede einfach zusammenhingende Mannigfalligkeil ist orientierbar.

Wir wollen jetzt wieder auf unseren Fall des Gradientenflusses ¢, auf M™ zuriickkommen.

Proposition 1.2 Sei z € Critf, dann ist WY (x) zusammenziehbar (also insbesondere einfach
zusammenhingend).

BEWEIS Es ist W"(x):={p € M |lim;_, _  ¢,p = x}. Betrachte den Homomorphismus
r: I=100,1] — [0,00]
i
11—t

t —

.

und die stetige Abbildung H:IxWY(x)—W%'z) mit H(,p):= qS_T(t)p. Sie  erfiillt
H(0,p) :qS_T(O P =¢ogp =p und H(l,p)=¢_,p ==z, also H(0,-) :Iqu(x)(-) und
H(1,-)=rc,(: ;: z, VpeW®(x). Also ist Iqu(x () nullhomotop, was beweist, dall W"(z)
zusammenziehbar ist. Offenbar ist nun jeder gesc{ulossene Weg in W*(z) auf den Punkt =z
zusammenziehbar (mittels obiger Homotopie), also ist W*(x) einfach zusammenh&ngend. O

Wir wollen nun fiir jedes # € Crit f eine Orientierung [z] fiir W*(x) wihlen. Dazu geniigt es also
eine Orientierung w, fiir T, W"(x), Y& € Crit f, zu wihlen. Es seien

o:={lz]|zeCritf} , op:={x]|xeCrit,f} ,
(1.8)
Y := {aller moglichen ¢} , X, := {aller méglichen o}

mit
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|E|:2|C7’ltf| , |Ek|:2|07’ltkf|

o ist also die Menge der von uns (willkiirlich) festgelegten Orientierungen der instabilen
Mannigfaltigkeiten aller  kritischen Punkte von f. X ist die Menge aller moglichen
Orientierungsfestlegungen o.

DIE CHARAKTERISTISCHEN VORZEICHEN

Seien x,y € Crit f mit Indf(x) = Indf(y) +1=k+1 und seien [z] und [y] fest gewdhlte
Orientierungen von 7' W*(x) und 7', W*(y). Nach Kor. 2.2.2 besteht der Orbitraum M,y aus endlich
vielen Punkten @y,...,%, . Wir wollen nun jedem w, = O(%,), i =1,...,N, eine Zahl Ty, € {+1, -1}
zuordnen. N, heifit charakteristisches Vorzeichen des isolierten Orbits u,.

Sei p € u,;, dann definieren wir

(1.9) ip) = b lizo

oy, ST W)

p?

,(p) bezeichnet also den Einheitstangentenvekor an den Orbit u; im Punkt p, welcher in Richtung von
—V/f(p) weist. Durch 4,p) ist nun ein k-dimensionaler Untervektorraum von TpW“(x) ~ RF*!
festgelegt, ndmlich dessen Faktorraum nach R-i,(p) =T ,u, ~ R:

T W)
1.10 E¥z,p)i= -2 —~ ~ R*
( ) i (z,p) R- ul(p)
Also st TpW“(x) = FE}(z,p) ®R-4,(p) und die Orientierungen von TpW“(x) (welche durch [z]
festgelegt ist) und von T',u, (welche durch @,(p) festgelegt ist) induzieren eine Orientierung [E3'(, p)]
von E(x,p); mit (1.4) und (1.6) bleibt zu zeigen, daBl

(1.11) 0 — E¥(z,p) = T W) = E¥(z,p) & R-it,(p) = R-itg(p) — 0
mit

(1.12)

i(§):=¢ , Vée Ei(a,p),

eine kurze exakte Sequenz darstellt. Die zu zeigende Injektivitdt von i bzw. Surjektivitdt von j ist
jedoch offensichtlich, ebenso die Relation Imi = Ker j.

Nun wollen wir zeigen, da der TangentialfluB D¢, (p): TpW“(x) — Ty ,W"x) die eben
definierten Orientierungen [4,;(p)] und [E}(x, p)] invariant 1dBt. Hieraus folgt néimfich, dafBl der Punkt
p, den wir fiir die Definition dieser Orientierungen gewihlt haben, keine ausgezeichnete Bedeutung hat.

Wihle ¢ € u,; und sei T' € R so, dafl ¢, p = ¢. Dann ist

(1.13) Dor(p) ([E{(x,p)]) =[Dor(p)(Ei(x,p)] , induz. Or.
= _D L) Def. o5
=| Dor(p) R-a.p) , Def. von E}(x,p)
et o) Fakiorbildung
= - , st vertréagl.
L Dor(p) (R ii(r) mit lin. Abb.

. [Dor(p) (Tqu(l°))]
=’ Do) )]  (1:6)
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[T W ()]
S i , (2.3.3)
|&oml, o] IR 440 Hdtétp'tzTH
[T W ()] :
= [unw , beide Normen

strikt positiv

T W)
= [W} , (1.6)
= [£(z,q)] , Def. von E(x,q).

Es bleibt die fiinfte Gleichheit zu rechtfertigen. Wenn [Dép(p) (T ,W*(x))] # [T ,W*(2)] wire, so hiitte
Det (qut(p)), t€[0,T], flir T >0 bzw. ¢ €[T,0] fiir T <0, fiir mindestens ein ¢ eine Nullstelle. Dies
wiére aber ein Widerspruch, da D¢,(p) ein Isomorphismus ist. Ein analoges Argument zeigt

(1.14) [R-Dor(p) (i;(p))] = [R-it;(q)]

Fine eindimensionale zusammenhéngende (unberandete) differenzierbare Mannigfaltigkeit ist entweder
diffeomorph zu (0,1) oder zu St Die Zusammenhangskomponente u; von Mg,y ist diffeomorph zu
(0,1), denn ein Orbit eines Gradientenflusses kann kein geschlossener Weg sein; dies ist eine
Konsequenz aus Prop. 1.3.4. u, ist also zusammenziehbar, damit einfach zusammenhéngend (siehe den
Beweis von Prop. 1.2), also nach Lemma 1.1 orientierbar. Um wu; zu orientieren, geniigt es, wie am
Anfang dieses Abschnitts gezeigt, einen Tangentialraum an u, zu orientieren. Wir haben Tu, durch
[4,(p)] orientiert (siche Figur 1.3); daB die Orientierung der Mannigfaltigkeit «, nun unabh&ngig vom
hierzu gewdhlten Punkt p € u, ist, folgt, sowohl aus der obigen Diskussion des Tangentialflusses, als

auch aus der, zu Anfang dieses Abschnitts diskutierten, Orientierung von Mannigfaltigkeiten.

0. (0)=-Vf(p)
|-V

Figur 1.3

Da nun die Tangentialrdume von W*(z) und w,; durch die Orientierungen [x] von T"_W"(x) und [i,(p)]
von T’ u, alle fest orientiert sind (unabhéngig von p), ist auch E'(x,q), Vq € u;, fest orientiert.

Wenn nun lim;_, u;(¢,p) existieren wiirde, so wére lim,_ , F'(x,¢,p) = W"(y) und wir kénnten die
Orientierungen der beiden #k-dimensionalen Vektorrdume vergleichen. Leider kénnen wir iiber die
Existenz von lim;_ . i;,(¢,p) im Allgemeinen nichts aussagen, so daBl wir einen anderen Weg
einschlagen miissen: Wir betrachten ¢,p fiir grofie ¢ € R, dann ist also ¢,p "nahe bei” y. Weiter nutzen
wir aus, dafl W7 (y) C E*(y) (sieche Ende von Abschnitt 1.3) und daB fiir ¢ € u, N W7, (y) gilt (wir
betrachten die Situation jetzt mittels einer Karte um y, verdndern die Bezeichnungen jedoch nicht!)

(1.15) E'y)® E*(y) =R" = E}(x,q) ® E*(y) , sieche Figur 1.4 .

Die Orthogonalprojektion m : E¥(x,q) — E%(y) ist also ein Isomorphismus und wir kénnen die durch
7, auf E¥(y) induzierte Orientierung 7 ([} (x,¢)]) mit der gegebenen Orientierung [y] vergleichen.
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Wir definieren nun

_ f +1 |, falls 7 orientierungserhaltend ,
(1.16) o (0) 5= 1, falls 7, orientierungsumkehrend .

2

[Efxo] 94

E'y)

Figur 1.4

Zunéchst miissen wir noch (1.15) rechtfertigen. Sei (p,U) eine Karte um y, so dal W7 (y) C E*(y)
(sieche Ende von Abschnitt 1.3). OBdA nehmen wir an ¢ € U. In dieser Karte wollen wir uns nun die
Situation betrachten; die Bezeichnungen wollen wir dabei zur Vereinfachung der Notation nicht
verdndern, d.h. statt von ¢(y) reden wir weiter von y usw..

(L17)  EYy)® E'(y) =T ,R"=R"

=T Wz)+T W*(y) W) MW4(y)

= (Ef(z,q) &R i) + T ,W*(y)

=B, )+ R-4() + T W(y) s U(q) & EY(z,q)

= E{(x,) T W*(y) s Ui(q) € T Ma,y C T W3(y)
=B}, )0 T Wi,(y) s 4 € Wi, (y) CW?(y) offen
= E}(x,q) ® E*(y) Wi (y) C E(y) .

Also ist mp: E}(x,q)— E"(y) ein Vektorraumisomorphismus.

Wir miissen jetzt noch zeigen, daf eine andere Wahl von ¢ € u;,NW7j (y) dasselbe N, liefert. Sei
¢ €u;NW7, (y), dann ist

(1.18) n“i(q/) = sign Det (7, | E}‘(x,q’))

Die Lage von E}(x,q') in R"™ hdngt, insbesondere stetig, von ¢’ ab, damit hdngt nui(q') stetig von ¢’ ab.
Wenn fiir ein ¢’ gelten wiirde: nui(q') = —nyu.(q), so hitte die stetige Funktion ny.(-) auf dem
Orbitstiick von u, zwischen ¢ und ¢’ eine Nullstelle. Dieses wiirde bedeuten, dafl 7, an dieser Stelle kein
Isomorphismus wére, ein Widerspruch. Also liefern alle ¢ € u;, N W7, (y) dasselbe nul(q) e{+1, -1},
das wir nur noch mit Ny, bezeichnen. Diese Zahl heifit charakteristisches Vorzeichen des Orbits u;.

Weiter gilt

(1.19) [z] = [T W"@)] , W¥(x) orientierbar
=[E (@] ®[R-d;(q)] , Def. von E}(x,q)
=n, - ([B{@9]) & [R-i(g)] . n, - ist or.erh.
= nul Ar (B, ] D[R - iy(q)] , Delf. der ind. Or.
= ”u: [ W] & [R-i,(q)] , Def. des Isom. m,

= [y] D [ R- (nul : U,(‘]))]
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DER FALL Indf(:zj) — Indf(z) =2

Seien (aj,@j) € M%ijMyj’ j=12 und (4,9)# (4y,05), so daB sie dieselbe

z?

Zusammenhangskomponente M; , von Mx ., beranden. D.h. es soll gelten

O(ij) C Mi . wnd O(p,)C ML, ,j=12.

Es ergibt sich also eine, der in Figur 1.5 skizzierten, Situationen (siche Abschnitt 3.2).

X

oder

Figur 1.5
Unter diesen Voraussetzungen gilt das

Lemma 1.3 Muy "Ny, = — My * Mo,

BEWEIS Aus (1.19) wissen wir

oo )= [y,] B[R mu i (p,)]
) ==& [R-nu -9(0,)]
pjEU;, q; €V, j = 1,2. Damit ergibt sich
(1.21) [z] = [Z]@[R‘nvj‘i}j(q]‘)]@[R'nuj‘aj(Pj)] ,J=1,2.
Also
[R'nvl'61((]1)]@[”%'711!1'@1(171)]:[R'nvz'i}z(QQ)]@[R‘nuz‘az(Pz)]
~ nvlnul[iﬁ(‘h) ) al(Pl)] = nvznuz[i}z(‘h) ) az(Pz)]

(1.22) & nulnvl[al,bl] :nuznvz[az,bz]

Wir miissen nun die Orientierungen [ ,%,] und [y, 7, ] miteinander vergleichen. Dazu fassen wir
diese jeweils als Orientierungen des Randes der berandeten Mannigfaltigkeit (Def. z.B. in [H, Kap. 1.4])
N =M% :Uu Uvy Uuy Uvy auf. Dann betrachten wir jene Orientierungen von N, welche [4y,7 ]
bzw. [dy,75] auf dem Rand induzieren. Es stellt sich heraus, daB diese verschieden sind, also ist

[a1ai}1]: _[azai}z]-
Sei [a,b] eine Orientierung von N, diese induziert eine Orientierung von ON in folgender Weise:

Wir transportieren [a,b] nach N, so daBi @ nach auBen zeigt und b tangential an ON ist. b gibt dann
die von [a,b] auf N induzierte Orientierung an. Wir treffen eine Wahl von [a,b] wie in Figur 1.6.
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Figur 1.6

Die Randkomponente u; ist also in, u, entgegen, der Flufirichtung orientiert. Nun kénnen wir die
Darstellung der Orientierung [a,b] von N nahe bei y; bzw. y, als geordnetes Vektorpaar ermitteln,
denn wir wissen a zeigt nach aufilen und b auf v, bzw. u, in bzw. entgegen der Flufirichtung.

u, Y
b
a
j /\ a(_T /\
b d b b a

y1 Vl y2 V2

Figur 1.7

Jetzt betrachten wir die Orientierungen [4,,%,] und [#,,%5] von ON und ermitteln durch welche
Orientierung [ay,b;] baw. [a,,b,] von N diese induziert werden.

U, U,
a L.—11 = (;_l 02 #
l_bl[ J/ 01/\b1 C‘/\b 2 b, l C{\bz b/\o
i Vvy—> Vi , V> v2
n e
a d,

Figur 1.8

Es ergibt sich also [aq,b;] = [a,b] und [ay,b,] = —[a,b], also ist [ay,b;] = — [aq,b,] und damit
[ig, 0] = —[ty,0,]

Aus (1.22) erhalten wir
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3.2 Der Randoperator

Wir wollen nun die Kettengruppen C' (f,0) und anschliefend einen Gruppenhomomorphismus (den
sogenannten Randoperator) 0y: C(f,0) — C}_,(f,0) definieren. Wir hatten bereits definiert

(2.1) Critf :={z|Df(x)=0} , Crityf:={e€Critf|Indg(z)=kt ,keZ.

Sei x € Crity, f, dann bezeichneten wir mit [x] den kritischen Punkt z zusammen mit einer fest
gewdhlten Orientierung des Vektorraumes T W"(x) und damit der Mannigfaltigkeit W"(z), siehe
Abschnitt 3.1. Eine Wahl der Orientierung aller instabilen Mannigfaltigkeiten hatten wir mit o
bezeichnet

(2.2) o:={lz]|xeCritf} , op:={[z]|xeCrit,f}

Jetzt definieren wir die k-te Kettengruppe Cyp(f,0) als die von o, frei abelsch erzeugte (unendlich
zyklische) Gruppe

(2.3) Cr(f,0o) ::[ ]@ Z-[z] ,ke{0,..,n}.

Fiir k € Z\{0,...,n} sei
Cr(f,o):=0
Die frei abelsch erzeugte (unendlich zyklische) Kettengruppe C_(f,0) definieren wir nun als

(24) C.fr0):=, 8 Cull o)

Die C(f,0), und damit auch C' (f, o), hdngen einerseits von den kritischen Punkten und damit von f
ab, andererseits auch noch von den gewhlten Orientierungen [z] € o.

Seien nun z,y € Crit f mit Indf( z)— Indf( ) =1, dann wissen wir aus Kor. 2.2.2, daf M o,y BUS
einer endlichen Anzahl von isolierten Orbits besteht. Das folgende Objekt ist daher Wohldeﬁmert

(25) n(l‘,y) = Z Ny

QEMxvy

wobei n, das in Abschnitt 3.1 definierte charakteristische Vorzeichen des Orbits v = O(@) bezeichne,
also n, € { +1, — 1}, siehe (3.1.16). Der Gruppenhomomorphismus

(2.6) 0p: Cu(f,o) = Cp (fo) ,kel,

sei nun folgendermafen definiert: Sei zunéchst [x] € ¢}, (also ein Erzeuger von C'4(f,0)), dann sei

(2.7) Ole] == > n(zy)-[y] kez,

Yy e Critk_If

wobei wir die Summe iiber eine leere Menge als 0 definieren.

D.h. dem kritischen Punkt werden (mit entsprechenden Koeffizienten) jene kritischen Punkte y
zugeordnet, welche einen um FEins kleineren Morse-Index besitzen und zu denen isolierte Orbits
vorhanden sind. 0; z&8hlt also die isolierten Orbits von x nach y (mit ihren charakteristischen
Vorzeichen). Da 9, nun ein Gruppenhomomorphismus (d.h. Z-linear) sein soll und auf den Erzeugern
der Gruppe C(f,0) bereits definiert wurde, ist klar, dal sein Wert auf einem beliebigen & € C'p(f,0)
eindeutig festgelegt ist. Seien [z4],...,[x,,] die Erzeuger von C';(f,o), dann l1&8t sich & schreiben als

(2.8) E=ay[eq]+... +a,[z,,]
fiir ein eindeutiges m-Tupel (ay,...,a,,) € Z™. Nun gilt (Z-Linearitdt von ;)
(2.9) i€ = 0(aq[ey ]+ ... +a,[z,,]) = ay Opley]+... 4 a,, 0x,,]

wobei die einzelnen Summanden in (2.7) definiert wurden. Es sei

2.1
(2.10) = o
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Das Ziel dieser Arbeit ist zu zeigen, dal J; ein algebraischer Randoperator ist, d.h. daf gilt
Theorem 2.1 04100, =0
Dann ist das Tupel (C (f,0),0,) ein algebraischer Kettenkomplex [DFN, §2, Def. 2.1], er heifit Morse-
Witten Komplex. Die freie abelsche Gruppe
(2.11) Z(f,9,0):=Kero,, ,kel,
heifit k-te Zyklengruppe,
(2.12) By(f,9,0):=1Im0;,, ,kel,

heifit k-te Rindergruppe. Die Faktorgruppe

Zi(f,9,0) Kerd,
Bk(f,g,O') Imak+1

heifit k-te Homologiegruppe des Kettenkomplexes (C',(f,0),0,.). Es sei

(2.13) Hk(f,g,a') =

ykel,

(214) H*(f7g,0) ::kéljon(f,g,O')

Die Abhéngigkeit von f und o ergibt sich dabei aus jener von C(f,o) von f und o, wie zuvor
diskutiert. Dafl /; nun auch noch von der Metrik g abhéngt, liegt daran, dafl in der Definition von J,
die isolierten Orbits verwendet wurden, welche natiirlich von ¢ abhidngen.

Es wire nun naheliegend zu vermuten
(215) H*(favgaao-a) ~ H*(fﬁagﬁao'ﬁ)

wobei fo‘,fﬁ Morse-Funktionen, go‘,gﬁ Riemannsche Metriken und UO‘,UBEE Orientierungswahlen
sind. Ein Isomorphismus

(2.16) H(f,g,0%) = H,(f,9,0") ,
wurde bereits in [Sch, Abschn. 4.1.4] angegeben, ebenso ein kanonischer Isomorphismus
(217) H*(favgaao-) ~ H*(fﬁagﬁao-)

[Sch, Abschn. 4.1.3]. Letzterer findet sich auch, im Rahmen einer (der unseren analogen)
differentialtopologischen Herangehensweise an den Morse-Witten Komplex, in [Po, Kap. 7]. Weiter
stellte sich eine Isomorphie zur singuldren Homologie mit Koeffizienten in Z heraus:

(2.18) H(f.9,0)~H (M)

Auf obige Isomorphismen soll in dieser Arbeit nicht im Detail eingegangen werden. Eventuell geschieht
dies in einer folgenden Arbeit.

Seien x € Crity, f, z€Crity_, f, ke€{l,...,n—1}. Wir wollen auf der Menge @}UZ von 1-fach
gebrochenen Orbits zwischen = und y eine Aquivalenzrelation einfiihren. Sei also

(2.19) 0, = {(&,)|Iy € Crity f,so daB e M, ,, €M, }

x7 y ’
Wir nennen (@,9;) und (#,,9,) &quivalent, d.h. (d,9,) ~ (@y,?,), oder auch cobordant, falls eine
Zusammenhangskomponente M’ . von M existiert, so dafl (0 bezeichne den topologischen Rand)

2
(2.20) aM%Z = {x,yl,yz,z} U U O(aj) U O(@j)
1=1

Proposition 2.2 Fine Aquivalenzklasse [(dl,ﬁl)]eé}m/r\a besteht aus genau zwer Reprisentanten
(tiy,97) # (dy,9) € O}c,z'
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BEWEIS  Sei [(ﬂl,@l)]eéi ./ ~ und (@y,9;) ein Représentant dieser Aquivalenzklasse. Wegen
M’ 9“1# vy — (@y,0y) fiir p—0 (Lemma 2.3.7), existiert also eine Zusammenhangskomponente
. mit

{,y1,2} UO(i) UO(0y) COMY,

oder anders ausgedriickt : (4,9,) liegt im topologischen Rand von M M; ., ist 1-dimensional und,
da offenbar nicht kompakt, diffeomorph zu (0,1). (Eine Zusammenhangskomponente einer 1-
dimensionalen Mannigfaltigkeit ist entweder diffeomorph zu (0,1) oder zu S1). (0,1) hat zwei Enden,
(%y,%,) entspricht einem Endpunkt, dem anderen Endpunkt entspricht ein (uz,vz)EO L/ ~ mit

(t1g,0y) # (g, 0q). Die Gleichheit (g, ,) = (@, ;) wiirde folgender Situation entsprechen :

i 1
M, . ~5

Figur 2.1

Dies wéare aber ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des Schnittpunktes P, bei der Konstruktlon der
Glueing-Abbildung in Abschnitt 2.3. In der Situation wie in Figur 2.1 muﬁten D und Dn k (siehe
Abschnitt 2.3) fiir jedes p € (0, p,) genau zwei Schnittpunkte haben, deren zugehorlge Orbits fur p—0

beide gegen (#,%9,) konvergieren miissten. O
Proposition 2.3 Jede Aquivalenzklasse [(dy,97)] € C%; o~ entspricht genau etner
Zusammenhangskomponente M’ von M, ., welche diffeomorph zu (0,1) ist.

BEWEIS Wie im Beweis von Prop. 2.2 ersichtlich, ist jeder Aquivalenzklasse (mittels der
Glueingabbildung) eindeutig eine (nicht zu 52 homoomorphe) Zusammenhangskomponente M’ =
zugeordnet, M;Z ist also diffeomorph zu (0,1). Wenn wir umgekehrt von einer zu (0, 1) dlffeomorphen
Zusammenhangskomponente M; , ausgehen, so konvergieren deren zwei Enden gegen 1-fach
gebrochene Orbits (@,?;) und (uz,vz) Dies folgt aus dem Kompaktheitsresultat Thm. 2.2.1. Wie im
Beweis von Prop. 2.2 schlieen wir wieder (iy,9;) # (%y,9,). Also haben wir eine bijektive Beziehung
zwischen  den  Aquivalenzklassen — von O}U,Z/ ~ und den zu (0,1) diffeomorphen
Zusammenhangskomponenten von M, .. O

BEWEIS (von Thm. 2.1) Es ist zu zeigen 0, ;00, =0 fiir k€ {2,...,n}, denn fiir andere k ist
mindestens einer der Randoperatoren identisch Null und damit auch deren Komposition. Sei
x € Crity f, dann ist

(2.21) 0;.,00,[x] =0, ( Z n(z,y) [y] ) , Def. von 0,
Yy e Critkf
= Z n(z,y) 0yl , Z-Linearitit
Yy e Critkf
= Z n(z,y) Z n(y,z) [#] , Def. von 0, _,
y €Crityf z€Crity of
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= n(z,y) -n(y,z) [#] , Z-Linearitat
yECritkf ZECritk_Qf

= Z Z n(z,y) -n(y,z) [#] , endl. Summen
zECritk Qf yECritkf

DY S X Xn )l Deta(, )

zECmtk Qf yECritkf ﬂEMx @EM

2

= Z Z ( Z Zn ) , endl. Summen

zECmt yECTitkf ueM UEM

Y,z

= Z ( Zn ) , Def. @}U,Z

zECmtk Qf (4, EOI

Ty ™ My )[z] , Def. O/ ~
()] eOL /~ (@) EN@D)

z € Critk_gf

=0

Da nun 0, ,00,[x] =0, fir alle Erzeuger [z] von C(f,c), gilt aufgrund der Z-Linearitdt der
Randoperatoren auch

041008 =0 ,VEEC,(f,0),

also ist

0100, =0

Bemerkung 2.1 Wir kénnten den Kettenkomplex (C(f,0), *) auch mit Koeffizienten in 7, definieren.
Das charakteristische Vorzeichen n, des isolierten Orblts we M, oy ware definiert als

(2.22) n,=1,

d.h. n(x,y) wire dann gleich der Anzahl der # mit y verbindenden Orbits. n(z,y) ersetzen wir jetzt

durch
(2.23) ny(x,y) == ( Z n,, ) mod2 = (#M%y) mod 2

QEMxvy

Wie im vorigen Beweis ergibt sich

=1
(220) 0 o0ld=..= > 3 S mem )l =o.
2€CTL e e0l N (D) el )]
Prop
22 9 1mod2 = 0
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Bemerkung 2.2 Durch eine Analyse der Glueing-Abbildung (wie im Beweis von Prop. 2.2) ergibt sich,
dafl folgende Moglichkeiten fiir die Gestalt der Zusammenhangskomponenten M . (z € Critf,

z € Crity_,f) ausgeschlossen sind :

Figur 2.2

Es bleiben folgende mégliche Typen iibrig:
a) Falls M;Z =(0,1)

oder

Figur 2.3

b) Falls M}, . = 5"

Figur 2.4
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Appendix A

Lyapunov-Funktionen
und Modifikation
der Morse-Funktion

In diesem Appendix soll es darum gehen die Annahme

(A1) ), f@)nCrit f = {x,y}

in der Beweisversion 3 von Kor. 2.2.2 zu rechtfertigen. Zur Erinnerung: Es war Ind () — Ind4(y) = 1
und in Kor. 2.2.2 wurde behauptet #Mz,y < co. Es sei wieder M™ unsere geschlossene Riemannsche
Mannigfaltigkeit, f & C"(M,R) die Morse-Funktion mit r > 2 und ¢, die von — V[ erzeugte Zeit-t-
Abbildung. Wir wollen nun zeigen, da§ wir f durch eine Morse-Funktion f : ersetzen konnen, welche
auf einer isolierenden Umgebung von

(A.2) S(x,y) == Ma,yU{z,y}

mit f tibereinstimmt und gleichzeitig (A.1) erfiillt. Die Idee hierzu stammt aus [Sa2, Bew. von Lemma

3.9].

Im ersten Teill "LYAPUNOV-FUNKTIONEN” geht es um die Existenz einer Lyapunov-Funktion
zu einem Paar (A,R) von kompakten invarianten Mengen. Das Lemma A.l sowie dessen Beweis
stammen aus [RoSa).

Im zweiten Teill "MODIFIKATION DER MORSE-FUNKTION” konstruieren wir eine Morse-
Funktion fc,&’ welche dieselben kritischen Punkte wie f besitzt und auf einer isolierenden Umgebung
N von S(x,y) = M%y U{z,y} mit f ibereinstimmt. Die isolierten Orbits von a nach y werden also
beim Ubergang von f zu fc,& nicht verdndert.

Leider bendtigen wir an zwei Stellen ein Kompaktheitsresultat: Damit N eine isolierende
Umgebung von S(z,y) ist, mufl S(x,y) kompakt sein. Die Mengen A,R,A R in (A.35), (A.36), (A.41)
und (A.39) miissen ebenfalls kompakt sein um das Lemma A.1 anwenden zu konnen. Beides 148t sich
mit Thm. 2.2.1 bzw. analog zu dessen Beweis zeigen. Allerdings wird nun die Beweisversion 3 von Kor.
2.2.2 iiberfliissig, denn dieses folgt sofort aus Thm. 2.2.1. Die Konstruktion der Lyapunov-Funktion
und die anschlieBende Modifikation der Morse-Funktion sollen hier dennoch beschrieben werden.
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Die folgenden Definitionen sind [Sal] entnommen. Eine Menge S C M heiflt invariante Menge, falls
gilt

(A.3) ¢ S=5 (dh {¢s|teR, seS}=S9)
Die maximale invariante Teilmenge I(N) einer Menge N C M ist definiert als

(A.4) I(N):={peM|é pCN} :tg ¢, (N)

Eine kompakte invariante Menge S C M heifit isolierte invariante Menge, falls gilt
(A.D) 3 eine kompakte Umgebung N von $: S=1(N) |,

die Umgebung N heifit dann isolierende Umgebung von S in M. Fine kompakte invariante Menge
A C M heifit Attraktor in M, falls gilt

(A.6) 3 Umgebung U von A, so daff w(U) = A4

Fine kompakte invariante Menge R C M heifit Repeller in M (engl.: repel-abstofien), falls gilt
(A7) 3 Umgebung U von R, so dafl o(U) =R

Sei

(A.8) At ={peM|uwip)nA=0} ,

dann ist A* ein Repeller in M [Sal, Lemma 3.2 iii)]. A™ heifit der zu A komplementire Repeller.
Weiter gilt [Sal, Lemma 3.2 iv)]

(A.9) A={peM|a(p)n A* =0}

LYAPUNOV-FUNKTIONEN

Vom folgenden Lemma A.1 brauchen wir spéter den Teil (1)=>(2), der Vollsténdigkeit halber
zeigen wir jedoch die Aquivalenz aller drei Aussagen.

Lemma A.1 [RoSa, Prop. 1.4] Sei (A, R) ein Paar von kompakten invarianten Mengen in M, dann sind
dquivalent

(1) M=AU[WS(A)NWYR)UR

(2) Es existiert eine stetige Funktion 0: M —[0,1], so daff

A=00) , R=071) und
0(¢,x) < B(x) firxe M{(AUR) ,t>0

(3) A ist ein Atiraktor und R = A ist der zu A komplementire Repeller.

Das Paar (A, R) heiffit Attraktor-Repeller Paar und cine Funktion wie in (2) heifst Lyapunov-Funktion.
In unserem Fall einer glatten Mannigfaltigkert M und des glatten Diffeomorphismus ¢, kann sogar
Glattheit von 8 erreicht werden.

BEWEIS (3)=(1) Aufgrund von (A.8) und (A.9) sind A und A* disjunkt. Sei p € M\(AU A*), dann
ist pe WH(A)NWY(A™): Falls p & W?(A), d.h. w(p)N A =0, so folgt p € A* (ein Widerspruch), und
falls p g W¥(A*), dh. w*(p)NA*=0, so folgt p€ A (auch ein Widerspruch). Sei umgekehrt
p € W(A)NW¥(A¥), dann folgt aus (A.8) und (A.9) leicht p € M\(A U A™), also gilt

M= AU[W(A)NWYR)]UR

(2)=(3) Sei U::H‘I([O,%]), so ist w(U)= A, d.h. A ist ein Attraktor. Sei V::H‘I([%,l]), so st
w*(V)= R, d.h. R ist ein Repeller. Jedes p € M mit w(p)N A =@ muB in R liegen, da die Lyapunov-
Funktion ¢ auf M\(A U R) langs Orbits streng monoton fallend ist. D.h. ein p € M\(AUR) wird

durch den FluB in positiver Zeitrichtung in jede Umgebung von A transportiert, also w(p) C A. Es folgt
R =A"
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(1)=(2) Sei also M = AU[W?*(A)NW¥(R)]U R mit A, R kompakte invariante Mengen und sei U eine
Umgebung von A, so da U N R = (Figur A.1).

Figur A.1

Behauptung 1 3 Umgebung V von A V>0 VeeV : ¢xelU.

Hieraus folgt insbesondere V' C U. Folgende Situation soll beispielsweise ausgeschlossen sein:

Figur A.2

Beweis: Wir machen die Widerspruchsannahme
V Umgebung Vvon A >0 dreV : o¢x¢lU.

Sei {V,}, c eine Folge von offenen Umgebungen von A mit limy—ocV,, = A und V,, CU, Vv €N.
Nach Voraussetzung existiert zu jedem V, ein f,>0 und ein z,€V,, so dafl qf)zyl‘ygU. Wir
bezeichnen mit ¢, den Zeitpunkt zu dem der Punkt z,, U zum ersten Mal verlafit (Figur A.3), d.h.
qbtyxy € U :=U\U. Also gilt fiir jedes v € N: ¢z, € U fiir 0 <s <1,

Figur A.3

Die Folge {qStVa:V}V c besitzt nun eine in dem Kompaktum OU konvergente Teilfolge (selbe
Bezeichnung). Es sel y:= limy oo ¢, x,. Esist y € U, da qbtyxy € OU und 9U abgeschlossen. Hieraus
folgt y¢ A (U Umgebung von Ag und y¢ R (U NR=10). Weiter ist (limy_ox,) € A, denn
(limy—xV,)=Aund z, €V,

Die Annahme lim, .o t, =: ¢ < oo fiihrt zu einem Widerspruch: Es wiirde gelten

y=Jim oz, =0 Jimz,)=dacd
—ta €A

was aber wegen y € U und 9U N A = {) nicht sein kann.
Wir betrachten jetzt die Folge {(/)_tyy}y c 168 ist limy—oc ¢ 4 Yy = limy—ocx, = a € A, also y ¢ WU(R)
und damit y ¢ M, ein Widerspruch. QED
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Sei nun W eine Umgebung von R mit W NU = @ (Figur A.4).
R

Figur A.4

Behauptung 2 37 >0 Vi >T Ve g W = ¢ el .
Beweis: Wir machen die Widerspruchsannahme
VI>0H>T degW : ¢xélU.

Hieraus folgt insbesondere x ¢ A und « ¢ R. Wir wéhlen eine Folge {T',} mit T, >0, Vv €N, so
da§ T',—oo fiir v—oo. Zu jedem T, existiert nach Voraussetzung ein ¢, > %V und ein z, ¢ W, so daf§
qbtyxy ¢ U. Damit ist qbtyxy ¢V, V0 <t<t, (Behauptung 1).
Die Folge {z,} c besitzt eine in dem Kompaktum M\W konvergente Teilfolge (selbe Bezeichnung),
es ist

Jim z, =1 zg€ MA\W |
da M\W abgeschlossen, also insbesondere xz, ¢ R. Es ist zy ¢ A, da

Jim ¢y v, =y, &V

H/_/
ZVNO<t<t,

damit ¢,y ¢V, VO0<t<limy_ot,=00. Also auch zy5¢ W?*A) und damit z5¢ M (ein
Widerspruch). QED

Im folgenden werden wir nun die gesuchte Lyapunov-Funktion in drei Schritten konstruieren.

eSei n: M —[0,1] eine stetige Funktion mit 5 (1)=W und 5 (0)=0U. Wir kénnten zum
Beispiel

d(=,U)
A.10 = — _
(4.10) 1) = e T+ d (e )
nehmen, wobei d( -, -) der Riemannsche Abstand auf M ist. Am Ende dieses Beweises zeigen wir, daf§

wir 7 sogar als glatt voraussetzen kénnen. Wir wollen dies im folgenden tun.

R n
1
0
Figur A.b
Es gilt
ne)<l = z¢W
= z¢W
= ¢z €U, Vt>T,T >0 geeignet , Behauptung 2
(A.11) = n(¢x)=0,Vt>T,T >0 geeignet.
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e Sei §: IR0+ — R eine glatte monoton fallende Abschneidefunktion mit

_ c>0 ,0<s<T _
(A.12) B(s) = 0 sSTH1 und f0+ﬁ(5)d5_1 ,

wobei T' > 0 wie in Behauptung 2 gewdhlt sei.

B(s)
c.
S
T T+1
Figur A.6
Es ist
00
(A.13) J B'(s)ds =0(T'+1)-p3(T)= —c¢
Wir definieren -
00
(A.14) pa) = | Borno s
0
also
(A.15) p: M—[0,1]
denn fiir z € M\(AU R) gilt
00
(A.16) po) < ( maz (o) | o) ds <1
<1 L,_/

Fur x € A ist n(¢,x) =0, Vs € R, woraus folgt p(x) = 0. Fiir 2 € R ist n(¢,x) =1, Vs € R, woraus folgt
f B(s)ds = 1. p ist stetig (wegen der Stetigkeit von n). Es muf} jetzt noch das Verhalten von p
langs TraJektorlen untersucht werden. Die Abbildung

(A17) e plo) = [ 86 10,0 002) ds
0

ist stetig differenzierbar, denn ¢, ist C'" in ¢, 75 ist glatt und die Integration ist ebenfalls eine stetig
differenzierbare Operation. Wie wir anhand der n&chsten Formel sehen, gilt dies auch falls i nur stetig
ist, da die Differentiation nach geeigneter Variablen-Substitution, nur auf § wirkt.

(A.18) pa)="L p(o2) |, _,
0.¢]
d d3
:EJB(S).U(%HJL*)CZS ‘t:o , s—l—t,dfz 1,
0
_d _ )
_dtjﬁs 1) xd5|t_0
i

t ist sowohl Integrationsgrenze, als auch Argument des Integranden.
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Proposition A.2 [Br, 3.1.9.2] Sind ¢(1) und () zwei Funtkionen, die fiir ¢ <t < d definiert, stetig und
differenzierbar sind, und besitzt f(§,t) in einem, die Punkte (5,t) mit o(t) <$<y(t) (e<t<d)
enthaltenden, Gebiet eine stetige partielle Ableitung nach t, so ist das Parameterintegral

$(2)
(A.19) F(t)= J f(8,t)ds
e(t)
fiir ¢ <t <d differenzierbar mit der Ableitung
¥(t)
(A,?O) F/(t) = J 6_{(§7t) ds + f(1/)(t)7t) : 1/)/ - f(%ﬁ(t)vt) : 30/
o(t)
Damit ergibt sich
00
(A2) b= [ A=) alem) 5 |+ 0= 0) 060 = HO=0)-ndge)
y =

T+1
< —conw) = () gz ato) ) ixﬂ@ds

Sei € M\(AUW), dann ist p(z)<ec(0—nx)<0 (=0 fir z€U). Fir zeW\R ist
p(z) <c-(maxg o p T41] Negx)—1)<0 (=0 fiir x sehr nahe bei R). Also ist p(x) <0,
Ve e M\(AUR). nseré Lyapunov-Funktion soll jedoch streng monoton fallend sein.

o Wir definieren deswegen

(A.22) O(z) := Jc(s) cplpgx)ds |
—o0
wobei ¢: R—R eine hinreichend schnell abfallende Lebesgue-integrierbare Funktion sei, so dafl das
Integral gleichméfBig in « konvergiert. Es soll weiter gelten
0
(A.23) Jc(s) ds=1 und e(s)>0,VseR
—o0

Zunichst ergibt sich die Glattheit (bzw. Stetigkeit, falls n nur stetig vorausgesetzt ist) von @ aus jener
von p. Wir erhalten #: M —[0,1], denn fiir + € M\(4 U R) gilt

(A.24) 0(x) < ( Teax p((/)sx)) Jc(s)ds <1

Fiir xeofol gilt: p(ox)=0, VseR = f(x)=0. Fir ze€ R gilt: p(¢,z)=1, VseR =
O(x) = j_ooc(s) ds = 1. Die Abbildung t+— 0(¢,z) ist, fiir hinreichend schnell abfallendes c(s), stetig
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differenzierbar. Es ist, wie vorher gezeigt, p(¢,x) stetig differenzierbar in ¢, die Multiplikation mit ¢(s)
und anschliefende Integration sind ebenfalls stetig differenzierbare Operationen. Es ist

(A.25) 0(x)= % 0(o) |, _,

Sei x € M\(AUR), dann ist p(¢,z) <0 fiir ein s €R (da p lings einem Orbit von R nach A nicht
konstant ist) und damit auch fiir eine Umgebung von s (wegen der Stetigkeit von p int ¢). Also ist

(A.26) f(z)<0 ,Vee M\(AUR).

e Es bleibt jetzt noch die Existenz einer glatten Funktion 7: M —10,1] zu rechtfertigen, fiir die
gilt: n71(0) =T und 57 (1) = W. Wir gehen hierzu nicht von vorher gewihlten Umgebungen U und W
von A bzw. R aus und konstruieren dann 7, sondern wir gehen umgekehrt vor: Wir konstruieren ein

spezielles 7€ C°°(M,[0,1]) und zeigen dann, daf U :=%%(0) und W:=5!(1) (abgeschlossene)
Umgebungen von A bzw. R sind, und daB fiir deren Inneres U bzw. W die Voraussetzungen der
Behauptung 1 (U Umgebung von A mit U N R = 0)), sowie der Behauptung 2 (W Umgebung von R
mit WNU = 0) zutreffen.

Zundchst bendtigen wir einen weiteren Begriff, sowie ein wichtiges Resultat aus der
Differentialtopologie, siehe [H, Kap. 2.2]. Sei N eine C"-Mannigfaltigkeit, 0 <7 <oo, und
¥ = {Vz}, cA eine offene Uberdeckung von N. Eine ¥ untergeordnete Zerlegung der Eins ist eine
Familie von C"-Abbildungen

(A.27) Ajr M —10,1] ,ieA,
so daf} gilt
a) suppX; CV,, i€A.

3) {supp ’\i}i cA ist lokal endlich (d.h. jeder Punkt von N besitzt eine Umgebung auf der alle bis
auf endlich viele A;’s Null sind).

¥) D> M(z)=1,z€N.

1EA

Theorem A.3 [H, Kap. 2, Thm. 2.1] Set N eine parakompakte C"-Mannigfaltigkeit, 0 <r < oo, (d.h.
jede offene Uberdeckunyg besitzt eine lokal endliche Verfeinerung), dann gilt: Jede offene Uberdeckung
besitzt eine thr untergeordnete C* Zerlegung der Eins.

Seien V 4 und V p offene Teilmengen von M mit

i) ACV,und RCVp
(A.28) i) VyuVp=M

i) (V,NVRzN(AUR)=0.
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Figur A.7

Eigenschaft ii) besagt, daBi {V 4,V p} eine offene Uberdeckung von M ist. Thm. A.3 liefert uns die
Existenz einer {V 4,V p} untergeordneten C'*® Zerlegung der Eins. D.h. wir haben glatte Abbildungen
Ap.Ayt M —[0,1] mit suppAp CVy und suppry CV 4 Wir definieren U := /\R'I(O) und
W= /\R‘I(l), sowie U und W als das Innere von U bzw. W.
Behauptung A U ist eine offene Umgebung von A mat UNR=0.
Beweis: U ist per definitionem offen. M\VR ist eine offene Umgebung von A, denn
i) = V,AVanA=0 2 7,nVanA=0 L TonA=p

Da VR und A abgeschlossen und disjunkt sind, folgt dafi das Komplement M\VR von VR eine offene
Umgebung von A ist (unsere Mannigfaltigkeiten sind Hausdorffsch). Wir folgern nun

suppAp CVpyp = /\R|M\X_/REO = M\V,CU = U offene Umgebung von A
und
suppAy, CVy = ’\R|M\VA51 = UcCV, => UcCV,
Dies, zusammen mit V 4 N R = § (wie oben), liefert U N R = 0. QED

Behauptung B W ist cine offene Umgebung von R mit W NU = 0.

Beweis: Dafl W eine offene Umgebung von R ist, folgt ganz analog wie im Beweis der Behauptung A.
Wir machen nun die Widerspruchsannahme W NU #0. Sei pe WNU, wir wahlen Folgen

{u;}; ¢ CUund {w,}, ¢ CWmit lim;_ u; = p=lim;__ w;. Die Stetigkeit von 7 impliziert nun
0 = lim n(u,;) = 77( lim ul) =p= 77( lim wl») = lim n(w,;) =1
1—00 _i—oo 1—00 1—00
Dies ist ein Widerspruch, also gilt W NU = {. QED

Jetzt definieren wir n(x):= Ap(x), also gilt n € C°°(M,[0,1]).

Bemerkung A.1 Sei x € M\(AU R), dann ist
0>0(x) =L 0(6,0) |, _ o= D0G) (o], _ )= Do) (= Vo), _,)

also

(A.29) DO(x) (V@) >0 ,Vee M\(AUR).

_R7 _
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MODIFIKATION DER MORSE-FUNKTION
Seien wieder x,y € Crit f mit Indf(x) = Indf(y) +1=k+1, sei a:=f(x) und b:=f(y). Wir

haben folgendes Ziel: f soll derart modifiziert werden, dafl die neue Funktion fc,é ebenfalls eine Morse-
Funktion ist und daf§ gilt

(A.30) C’ritfc,ngritf ,
(A.31) foi(ba)nCrit £ = Ay}
(A.32) fc,5|N:f|N ,

wobei N eine isolierende Umgebung von

(A.33) S(z,y) = Me,yU{z,y}

sei. Aufgrund der letzten Eigenschaft (A.32), verdndern wir beim Ubergang von f zu fc,é nicht die
Menge der isolierten Orbits zwischen # und y. Da wir uns in der Version 3 des Beweises von Kor. 2.2.2
gerade fiir diese Menge interessieren, kénnen wir also oBdA f durch fc,é ersetzen, womit die geforderte
Bedingung (A.31) erfiillt ist. Andererseits mufl S(z,y) bereits kompakt sein, falls N eine isolierende
Umgebung sein soll, damit wére aber Kor. 2.2.2 schon gezeigt.

Zunichst einige Definitionen :

Cri={z€eCritf] Indf(z) > Indf(x)—l—l, zF#a}

(A.34)
R := CR U U 21,29 s
215 €0p
( : Cy = {zEC’ritf|Indf(z)SIndf(y)}U{x} ,
A.35
A = CA U U 29, %9
2105 €0,

Proposition A.4 A und R sind kompakte invariante Mengen, es gilt M = AU[W(A)NW* R)|JUR.

BEWEIS A4 und R sind per definitionem disjunkt. Sei p € M\(A4 U R). Nach Prop. 1.3.7 verbindet O(p)
genau zwei kritische Punkte z,z, von f. Es gibt drei Falle:

z,29€A = pé€A , Widerspruch.

z,29€ R = pe€R , Widerspruch.

7WE€EA R = peW(A)NWYR)
Sei umgekehrt p € W?(A4)NWY(R), dann gilt

pEWHA) = p¢R
} = p€eM\(AUR)
PEWYR) = p¢A

Also ist M\(AUR)=W?*A)NnW*(R), womit die Disjunktheit obiger Mengen gezeigt wire. Die
Invarianz von 4 und R folgt sofort aus ihrer Definition. Thre Kompaktheit 188t sich mit Argumenten
wie im Beweis von Thm. 2.2.1 zeigen, wir wollen die Idee nur kurz skizzieren: Sei {pl}l c eine Folge
in A mit lim,___ p,=:p & A. Nun verbindet O(p) genau zwei kritische Punkte z,z, € Crit f, diese
sind im Abschlul von Ujo_ 1C‘?(pl»). Hieraus ergibt sich (sei oBdA Ind(z) > Indy(z,))
Indf(zl) < Indf(y) oder z; =z, also ist auch Indf(zz) < Indf(y) und damit {z;,2,} CCy, p€ A. A
ist also abgeschlossen und, aufgrund der Kompaktheit von M, auch kompakt. Analog ergibt sich die
Kompaktheit von R.
Wir kénnen C'rit f auch als Morse-Zerlegung von M auffassen, die Kompaktheit von A und R ist nun
die Aussage von [Sal, Prop. 3.4 (v)].

O

_ KRR _
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Lemma A.1 liefert nun die Existenz einer glatten Lyapunov-Funktion 6: M —[0,1] mit

(A.36) (=R , 0790)=A4 und DI(p)(VF(p))>0,Vpe M\(AUR)
Sei p: R—]0,1] eine glatte monoton wachsende Abschneidefunktion mit
[0 ,r<e 1. . .
p(r) _{ 1> 2 ; 0 < e <5 hinreichend klein .
p
14
r
£ 2e 1

Figur A.8

Sei nun f_: M — R definiert als

(A.37) fep) = f(p)+c-p0(p)) ,c>0.

Der zweite Summand bewirkt ein Anheben von R: Auf A ist p identisch Null (da 6| A =0), beim
. . . . A
Entfernen von A nimmt # zu, wodurch dann p schnell seinen maximalen Wert 1 animmt.

Proposition A.5 i) Fiir jedes ¢ > 0 und jedes hinreichend kleine € € (0,%) gilt: Crit f = Crit f.
it) Es existiert eine isolierende Umgebung N von A, so daff gilt: f_ | N= ' N
iti) Fiir ¢ >b—inf(f) gilt: R C £, 1((b,00)) .

BEWEIS i) Die Abbildung Df (p): T,
Df(p)=Df(p)+c-p'(0(p)-DO(p)

7D Sei pe ANCritf, dann ist Df(p) =10 und p'(6(p)) =0 (da f(p) =0), woraus folgt Df (p)=0.
Sei p e RNCritf, dann ist Df(p) =0 und p'(6(p)) =0 (da O(p) = 1), woraus folgt Df (p) = 0.
7 C” Sei peCritf,, wir wihlen £ = Vf(p) € T ,M, dann ist

0=Df(p)(Vf(p)=Df(p)(Vf(p)+c-p'(B(p)-DO(p)(Vf(p))

= |V |f +c - p(6) - Do) (V(p))
S—— —_— —m—

0
>0 > >0 >0

M — R ergibt sich zu

Also muf} gelten || Vfip) ||2 = 0, woraus folgt Vf(p) = 0 und damit Df(p) =0, d.h. p € Crit f.

il) Sei N:= 9‘1([0,61), dann ist fir pe N: f.p)=f(p), da 6(p)€[0,¢] und p| 0, = 0. Fir
p € M\(AUR) ist 6(p) <0, woraus folgt w(N)=A. Also ist ﬂte ¢,N=A, dh."N ist eine
isolierende Umgebung von A.
iii) Sei ¢ > b—inf(f), also ¢ > 0. Fiir p € R ist

fep) =f(p)+c-p(l)=f(p)+ec

> f(p)+b—inf(f) = (f(p)—inf(f)) +b
— ————

>0
> b -
Also gilt f_'((b,0)) D R. O
Jetzt definieren wir
(A.38) Cpi=Az€Critf[Indy(z) > Indy(x)} U{y} ,
(A.39) R:=C,u J ey
zyy29 € OR
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(A.40) Cy= {z € Critf|Indy(z) < Indy(y), = £y}
(A.41) A=0C5 U UEC~ ey

Proposition A.6 A und R sind kompakte invariante Mengen, es gilt M = AU [Ws(;l) NWYR)UR.
BEWEIS Analog zum Beweis von Prop. A.4. O

Lemma A.1 liefert nun die Existenz einer glatten Lyapunov-Funktion 0: M — [0,1] mit
(A.42) (=R , 60790)=A4 und Di(p)(VF(p))>0,Vpe M\(AUR)
Sei p: R—[0,1] eine glatte monoton wachsende Abschneidefunktion mit

_{1 , 7 <1—2¢
—Lo

.S1_. »0<ec<ghinreichend klein .
Y -

™

1-2¢ 1-¢ 1

Figur A.9

Sei nun f;: M — R definiert als

(A.43) falp) := f(p)+&-p0(p)) ,E<0.

Der zweite Summand bewirkt ein Absenken von A: Auf R ist p identisch Null (da ] = 1), beim
Entfernen von K nimmt # ab, wodurch dann p schnell seinen maximalen Wert 1 animmt.

Proposition A.7 i) Fiir jedes ¢ <0 und jedes hinreichend kleine € € (0, %) gilt: Crit f, = Crit f.
ii) FEs existiert eine isolierende Umgebung N von R, so daf gilt: fel o =11 X
i) Fiir é < a—sup(f) gilt: ACf ( —00,a)) .

BEWEIS i) Die Abbildung Df; ( ): pM—>|R ergibt sich zu

Fa(p)=Df(p)+e-p'(6(p))- D(p)

7 D7 Sei pe ANCritf, dann ist Df(p) =0 und 7'(0(p)) =0 (da f(p) = 0), woraus folgt Df:(p) = 0.
Sei p e RNCritf, dann ist Df(p) =0 und p'(6(p)) =0 (da O(p) = 1), woraus folgt Df.(p)=0.
7 C” Sei peCritf,, wir wihlen £ =V f(p)eT M, dann ist

0 =Dfp)(Vf(p)=Df(p) (Vf )+ 5'(0(p))- DO(p) (Vf(p))

N

=|Viw|f + & - 70w - DIp)(Vip))
—_— <0 Y™/ %/_’
>0 <o >0
>0

Also muf} gelten || Vip ||2 = 0, woraus folgt Vf(p) = 0 und damit Df(p) =0, d.h. p € Crit f.

i) Sei N::é'f([l—ehl]) dann ist fir pe N: f (~) f(p), da O(p)e[l—e, 1]und p |, e = 0. Fir
pE€M\(AUR) ist 0(p) <0, woraus folgt a(N)=R. Also ist ﬂ (/)tN R, h N] ist eine

isolierende Umgebung von R.

iii) Sei ¢ < a—sup(f), also ¢ < 0. Fiir p € A ist
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fap) = f(p)+e-p(0) = f(p)+¢
< f(p)+a—sup(f) = (f(p)—sup(f)) +a
— ——

<o
<a

Also gilt f:/((—oco,a)) D A. O

Sei nun f, z: M — R definiert als

(A.44) Fe,ep) = f(p)+e-plb(p)) +2-p(B(p) ,e>0,2<0.

Wie in (A.37) bewirkt der zweite Summand ein Anheben von R, der dritte bewirkt wie in (A.43) ein
Absenken von A. Es ist zu beachten, dafl sowohl # als auch y weder in R noch in A enthalten sind.

Lemma A.8 i) Fiir jedes ¢ >0, ¢ < 0 und jedes hinreichend kleine € € (0,%) gilt: Critf, . =Crit f.

NmN:f|
iit) Fiir e >b—inf(f) und ¢ <a—sup(f) gilt: fci‘]([a,b])ﬂC'ritfc’a: {z,y}.

ii) NNN ist eine isolierende Umgebung von S(x,y) und es gilt : fc,6| NAN

BEWEIS i) Die Abbildung Df_ +(p): T',M — R ergibt sich zu

Df, (p) = Df(p)+c-p'(0(p))- DO(p) + & p'(0(p)) - DO(p)

D7 Sei peCritf, dh. Df(p)=0. Andererseits ist p € (AUR)N(AUR)=(ANA)U(RNA)U
(AN R) (RN R) wir unterscheiden also vier Fille:

peE(ANA) = {GP )=0 {gjgg;ig = Df,p)=0

pe(RNA) = Hp _1 = {5)1():8 = Df.#p)=0

, C

pe(Ank) = Hp _0 = {5)1(0):8 = Df.ap)=0

, C

p€(RNR) = Hp _1 = {5)1(1):8 = Df.:(p)=0

, C

7 C7 Sei peCritf wir wihlen £ = Vf(p) € T ,M, dann ist

c,C?

0 =Df, +p) (V) = Df(p) (V) + - p'(0(p)) - DOp) (VF(p)) + - §'(0(p)) - DO(p) (V f(p))

= ||Vr [} + ¢ - p0w) - DO (VEp)) + & - P @) - DBp) (VI (p)
N—— >0 emNS—r — <0 mS— ———

>0 >0 >0 <o >0
—_———
>0
Also muf} gelten || Vip || 0, woraus folgt Vf(p) = 0 und damit Df(p) =0, d.h. p € Crit f.

ii) Es ist NAN=0" ([0,€e]) N ([1—6 1]), dann ist fiir pENﬂN f p)= f(p), da 6(p) €[0,¢]
und p | 0,1 = 0 sowie §(p) € [1—¢,1] und p | l—e1]= = 0. Es war 67([0, e]) eine isolierende Umgebung
von A und 9 X[1=¢,1]) eine ebensolche von K, dann besagt [Sal, Bem. vor Lemma 3.7], daf
071([0,¢]) N 071([1 —¢,1]) eine isolierende Umgebung von AN R ist. Aus der Definition von A undR
erhalten wir AN R = {#,y} UMz, y = S(y,z).

iii) Es ist C’ritfci:C’ritf:CRUCAU{x,y}. Sei zEC’ritfqa\{x,y}, also zEC’RUC’A. Wir

unterscheiden nun diese beiden Falle:

—_ 091 —
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— —_——
zeCp = zéC’A,alsozEC’R = fe2) :f(z)—l—c-p(ﬁ/z_)j)—l—é-ﬁ(w)
=1 =1

0 fl
zely = z¢Cp,alsozeCy = f.:2) =f(z)+c- p(fz) +¢- p(l(2))
7 =0 et

Also gilt f ;" ([a,b))NCrit f = {z,y}. O

—_ Q99 _



Appendix B

Kompalktheit von
Trajektorienfolgen
- analytischer Ansatz

Wir wollen in diesem Appendix ein, Thm 2.2.1 entsprechendes, Kompaktheitsresultat fiir
Trajektorien diskutieren. Dieses findet sich in einer Arbeit von M. Pozniak [Po, Prop. 1.1] und geht
zuriick auf eine Idee von D. Salamon zum Beweis der Kompaktheit der Trajektorienrdume in der Floer-
Homologie [Sa2, Prop. 4.2]. Das Kompaktheitsresultat liefert eine vierte Version des Beweises der
endlichen Anzahl von isolierten Orbits.
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Sei M™ eine glatte geschlossene Mannigfaltigkeit der Dimension n € N, f € C"(M,R) mit r > 2 sei
eine Morse-Funktion. Wie in Abschnitt 1.1 gezeigt (siehe (1.1.15) und (1.1.17)), sind die Trajektorien
v:R— M des negativen Gradientenvektorfeldes — also die Lésungen der ODE %'y(t) = -Vf(ry) —
FElemente des Funktionenraumes C"(R, M).

Seien &,z 1 € Crit f, wir definieren den Trajektorienraum von z~ und =+

(B.1) M 4 := {Trajektorien v: R— M von —Vf| llm 'y( y=2%} CC"(R,M)

x—

Lemma B.1 Se: =z~ #x"’, dann gqilt: Jede Folge {'yy}ye C./I’l:x_7x_|_ besitzt eine konvergente

Teilfolge  (selbe  Bezeichnung) in  folgendem  Sinn: FEs e:pistieren kritische  Punkte
l‘ t = =gy Ty, = von  fyme{l, Indf( ) - Indf( ) geeignet, Trajektorien
'y € Moz, ap _ und Folgen wvon Zeit-Translationen {sk} c ck=1,...,m, so daff v,(- —1—55) samt
den ersten r Ableztungen gleichmifiig auf kompakten Zeztmtervallen gegen 'yk( ) konvergiert, d.h. es gilt

COC( , M)
(k) ST R

Figur B.1

BEWEIS Zuerst iiberlegen wir uns, daf3 es reicht {sﬁ}y c und 'yk zu finden, so daf gilt

(B.2) 7,(s5) =7 AH(0)

Sei ¢: R xM — M der zu —Vf gehdrende Gradientenfluff, d.h. es ist ¢ p =(-) falls v(0) = p. Nun
folgt unter Verwendung von ¢ p € C"(R, M)

ot hsh) = (45
(B.3) Jim % v, (t+ 55) :Jz_)m 5 v v
i G n0650) = 04(0,(5)
_VZ—m'o h
= lim_ % 81(7,(s5)
k
dt ¢t( l,_@o Pyy( 1/))
=L o,(+* ()
= % 7 (t)
Analog folgt
5 5
(B.4) JL@O%%UH'D jts'y() ,1<s<r.

Diese Konvergenz ist zunichst punktweise fiir festes {. Jetzt betrachten wir die stetige Funktion

d? By_d® _k
(B5) gy(t) = W"yy(t—i—sy)_wv (t) 7t€[_7-77-]7 1§5§7“.

_ g4 _
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Sie nimmt fiir jedes v auf dem Kompaktum [ —7,7] C R ein Maximum m,,:=g,(,) an einer Stelle ¢,
an. {tl’}ue besitzt im Kompaktum ([—T,T] eine (gleichbezeichnete) konvergente Teilfolge. Es gilt
ltmy_oom,, = 0, denn sonst wiirde 7, 5)(15—1—55) an der Stelle 7,:={lim, o t, nicht gegen +k (5)(150)
konvergieren, was ein Widerspruch zur oben gezeigten punktweisen Konvergenz wére. Das hochgestellte

s gibt hier den Grad der Ableitung an.
k

>) e 'yk(O) liefert also die gleichméfige Konvergenz

Die punktweise Konvergenz v, (s

d® v—00

5
(B.6) L t4sh) =Lk )| =0 1< <,

max
te [ -7 T]
der ersten r» Ableitungen auf Kompakta.

Zum Existenzbeweis der kritischen Punkte z,...,z ., Trajektorien 'yk € SMozy, 2, und Folgen
{55 y gehen wir induktiv (in k) vor. Zuerst wihlen wir jedoch ein € > 0, so dafi d(=z,y) > 2e¢ fiir alle
z,y € %’rit f. Da f nur endlich viele kritische Punkte besitzt (Prop. 1.2.5), existiert so ein e.

Induktionsverankerung: Sei £ = 1, wir definieren

(B.7) sl o= sup{s €R | d(v,(s),29) > ¢}

v

'yy(slll) liegt also auf der eSphire S (z,) um =z, und 7, ( [slll,oo)) C B_(xy). Die Folge
{71/(511/)}1,6 C S.(xy) besitzt wegen der Kompaktheit von S (z,) eine konvergente Teilfolge (selbe
Bezeichnung). Wir bezeichnen mit ~' die Trajektorie, die den Anfangswert ~1(0)=
limy —0o 'yy(slll) € S.(xy) besitzt. Es ergibt sich qualitativ ein Bild wie in Figur B.2.

Figur B.2

Jetzt ist noch zu zeigen: v € Moz, xy, wobei x; € C'rit f ist. Es ist
(B.8) Ay (1), q) = d( fim 7, (5 +1), o)
= lim_d(7,(s,+1),25) <€ , fiir ¢ > 0 beliebig,

weil flir jedes v und ¢ > 0 gilt: d('yy(slll +1),29) < €.
Sei {{}, ¢ eine Folge mit #; > 0 und lim;_  t; = co. Dann ist

(B.9) lim d('yl(tl) ,x) <€
l—oo
da
(B.10) d(v'(1)),2y) < e fiir jedes ¢, >0 .
Es ist also
(B.11) w(71(0)) C B,(x)

Die einzige invariante Menge in B () ist jedoch der kritische Punkt z, also w(vH0)) = z,. Anders
ausgedriickt : lim,___y'(t) = -

Da eine Trajektorie eines Gradientenflusses auf der geschlossenen Mannigfaltigkeit M genau zwei
kritische Punkte verbindet (Prop. 1.3.7), gilt:

_QF —



Appendix B Kompaktheit von Trajektorienfolgen — analytischer Ansatz

(B.12) lim (1) = xy , xy € Crit f geeignet .

t—oo
Induktionsvoraussetzung: Es seien bereits kritische Punkte z, Trajektorien 'yk € Mozy, 2, und
Folgen {sﬁ}y c fir k = 1,...,j gefunden, so daf} gilt:
(B.13) 7, +sb) "= AR0)

Induktionsschritt (7=7+1): Sei x; # x,,, sonst wiren wir schon fertig. Es ist d(v,(t), xj) > e fiir

—¢ hinreichend grof, denn es gilt lim;_._ 7v,(t) =z, nach Voraussetzung und d(z,,x;) > 2,
ebenfalls nach Voraussetzung. Weiterhin existiert ein s* < 0 derart, daf}

(B.14) d('yj(t),xj) <e fiirt<s*.
Dies folgt aus lim,_, _ 'yj(t) = nach der Induktionsvoraussetzung. Es ist
(B.15) Vli)ngod('yy(si—i—s*),xj) = d(ylz_)ngo 7u(5£+5*)773]‘)

= d(47(s™), xj) <e
hieraus folgt die Existenz eines vy € N mit d(vy, (s}, +s"), xj) < ¢ fiir alle v > v, Fiir v > v definieren
wir

(B.16) 5{,4'1 =inf{teR|t< 5£—|—5* und d('yy(a),xj) <efirt<o< 5£—|—5*} )

fiir v < v sei 5{,4'1 :=0. Wir haben qualitativ eine Situation wie in Bild B.3.

Figur B.3

—_ 06 —
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5{,4'1 ist also die kleinste Zeit, so daB =y, ((5]+1 5] +57]) C B.(x ;) ist. Die Differenz (51]/ +s57)— 5{,4'1 ist
die Zeit, die bendtigt wird, um von v, (57+ ) auf der Trajektorle 7, nach 'yy(sj + s™) zu gelangen. Diese
Strecke ist in Figur B.3 dick eingezeichnet. Es ist {'yy(SJH)} C S.(x;) und wir finden deswegen
eine konvergente Teilfolge (selbe Bezeichnung).

Wir bezeichnen mit 4’*! den Orbit, der den Anfangswert

(B.17) J1(0) = Jim 7, (1) € 5,(z)

V—0

vE

be§it?t. Es bleibt . ?eigen: Y e Mox 107 mit ;. c Critf. DaBl lim,_, _ Oo’yjH.(t) =1
existiert und ein kritischer Punkt von f ist, folgt mit demselben Argument, wie in der
Induktionsverankerung. Wir miissen also noch zeigen

]+1
(B.18) Jim AT = x;
Wir wissen, dafl
(B.19) (155" 5+ 1) C B(x)
Die Strategie ist nun die Intervalldnge (51]/ +s57)— 5{,4'1 fiir y—o0 zu betrachten. Falls gilt
(B.20) Jim (s +s*—slf ) =00 |

dann folgt, daf vt (t)e B B(x)) x;) fiir jedes ¢ >0 (weil +/*1(t) in einer hinreichend kleinen Umgebung
von 'yy(SH'I +1t) € B(x) liegt, falls v hinreichend groB ist und weil die Zeit, um von v, (s’}’) nach
v,(s),+s¥) zu gelangen gerade 5] 45— s/t ist). Damit ist dann wieder w('yH'I(O)) C B.(z;) und —

1
da z; die einzige invariante Menge in B ( ) ist — gilt limy_ VA (t)=x;.

Jetzt zur Intervallinge: Wir nehmen an

(B.21) Vli)ngo(sf;—i—s*—sy']) =:c<oo unde>0.
Es ist
(B.22) Jim v, (s],+57) = 77(s7)
und
1+ 1 1+ 1
(B.23) Jim (57 = 4774(0)

Die Zeit, um von 'yy(szlﬂ) nach 'yy(sl],—l—s ) zu gelangen, ist sl];—i—s*—sy']. Von 'yjH(O) nach 'yj(s*)
wird die Zeit

(B.24) Jim (s) 45" —slt) =c

benétigt. Da 0 < ¢ < oo ist, gilt ¢ ( sM) = 'yjH(O), also 'yj(s* —c)= 'yjH(O). Nach Konstruktion ist
aber v/*1(0) e S(z;) und y7(s* —c) E BE($j), da —c<0ist. Da S (x;)NB.(z;) =0 ist, haben wir
einen Widerspruch. Damit ist der Induktionsschritt beendet.

Da nun f nur endlich viele kritische Punkte besitzt (Prop. 1.2.5), bricht das Induktionsverfahren nach
endlich vielen Schritten ab. Aus der Morse-Smale Bedingung folgt, analog zu (2.2.5), daf gilt:

Indf(g;‘l' =1z, < Indf(xl) <. < Indf(xm =z7)
Hieraus folgt m < Indf(g; ) - Indf(a: +). 0

Aus Lemma B.1 folgt jetzt ein weiterer

BEWEIS (von Kor. 2.2.2, VERSION 4) Sei I'nd (z ™) — Indf( *) =1, dann besitzt nach Lemma B.1
jede Folge {'yy} c C ./I’l: — 4+ eine Tellfolge (éelbe Bezeichnung), welche gleichmifig auf kompakten
Zeitintervallen gegen eme Trajektorle = Mo, e— ot konvergiert. Der Raum M _ ot ist also
kompakt, insbesondere abgeschlossen.

Wir koénnen nun ./I’l: x_|_/|R mit dem Orbitraum M -zt identifizieren: Seien zunachst
T Yg € Moy 4, Wir definieren

T1~7Y2 & FHER: () =7t + )



Appendix B Kompaktheit von Trajektorienfolgen — analytischer Ansatz

Durch diese Aquivalenzrelation 1st ./I’l:x_ + /IR deﬁmert Die Identifikation mit M x+ ist nun so,
daff wir ein [y;]€ M _ 4+ /R mit 'yl(fR)ﬂf (d) € M, — ,+ identifizieren (d € [f( Ty, f(z )] sei

ein regulérer Wert). Dlese Identlﬁkatlon stellt einen Isomorphlsmus dar.

Da nun jede Folge in b _ ot eine konvergente Teilfolge besitzt, gilt dies auch fir Jb_ x_|_/|R
(bzgl. der Quotlententopologle) und damit fiir M @+, d.h. wir haben Kompaktheit dleser drei
Raume. Wenn nun #M - z+ =00 wire, so hitte d1e Folge 1p; }l . b; € M — p+ mit p; #+i P fiir
i £ j, aufgrund der Kompaktheit von M, einen Haufungspunkt HP. Andererseits wére aber
HPEMx_7x+, ein Widerspruch zur Tatsache, dafl die Elemente von Mx_7x-|- 0-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten von M und damit isoliert sind. O

_ QR _



Appendix C

Vertrcglichkeit von
Gluemg und Orientierung

Unter der Uberschrift ”ORIENTIERUNG VON R? UND DER VEKTORRAUM AZR%
diskutieren wir, wie eine Orientierung von R? mit Elementen des antisymmetrischen Tensorprodukts
A ’R? identifiziert werden kann.

Im folgenden Teil "ORIENTIERUNGS-GLUEING” modifizieren wir die, in Abschnitt 2.3
eingefiihrte, Glueing-Abbildung - # . - und erhalten eine neue Glueing-Abbildung

F#e o Up)xU(g) = M,
UEM mit

wobei U(p) und U(q) Umgebungen der Punkte p € O(it) bzw. ¢ € O(%) sind, @ € Mx Ly =
Indf(x) — Indf( z) = 2. Die Linearisierung D# (p,q) ist ein Vektorraumlsomorphlsmus mdumert "daher

eine Orientierung des Vektorraums T#(p q)Mx z und damit der Mannigfaltigkeit M%, - .

Im letzten Teil ”DIE AUF M&,Z INDUZIERTE ORIENTIERUNG” untersuchen wir selbige fiir
cobordante 1-fach gebrochene Orbits. Fiir solche cobordanten 1-fach gebrochenen Orbits (#,%;) und
(t19,7,), welche wir mittels der charakteristischen Vorzeichen aus Abschnitt 3.1 auf kanonische Weise
durch (nu iy, n“l 1) bzw. (nuzaz, nvzi;z) orientieren, stellt sich heraus, da§ die auf M%, . induzierten
Orlentlerungen uberemstlmmen, d.h. daf} gilt

D#OT(pl, 1) (nulal Any b by) = D# (Paq9) (nu2a2 A nvzi;z)



Appendix C Vertréglichkeit von Glueing und Orientierung

ORIENTIERUNG VON R* UND DER VEKTORRAUM A R?

Wir wollen noch einmal auf den Begriff der Orientierung eines Vektorraumes V im Falle V ~ R?
zuriickkommen. Betrachten wir zuniichst das Tensorprodukt R% @ R?%. Es ist dim R? @ R? = 4, eine Basis
ist durch

(C.1) {er@ep,e0Qey,e00¢, 650 0¢,})
gegeben. Hierbei sei {e,¢,} die kanonische ONB des R?. Eine andere Basis von R* @ R? wire z.B.
(C.2) {e1@e 06,36 @egtey@e), (e @eg—ey@eq) )
Der sogenannte Alternierungsoperator A ist definiert durch lineare Fortsetzung der Abbildung
R?oR? — R*@R?
e;@e; — Ale;@e;) =e;Ne;

= %(6i®ej) —%(ej®ei) , 1,7 €{1,2}.

Wir definieren AZR%:=ImA. A2?R? ist ein Vektorraum der Dimension 1, denn nach dem
Homomorphiesatz fiir Vektorrdume gilt

2m2._ _R2oR? RY
(C.4) MR =Imax B OB ~Boag

(C.3)

Es bleibt zu zeigen: Ker A ~ R>. Dies zeigen wir durch Anwendung von A auf drei Basiselemente von

R* @ R?:
(C.5) Aley @ey) =561 @ eg) —3(e @ ¢q)
Aley @eg) = 7(e3 @ €y) _%(62 ® €y)
«4(%(61@962‘1‘62@61)) :%(“4(61@962)‘1‘“4(62@61))

=0
=0

=3(3(c1 @) =3 (eg@ep) +5(ea@e)) —5(e; @ ey))
=0

Weiter ist

(C.6) A(%(‘fl @eg—eg@eq)) :%(“4(61 Dey) = Aley @ eq))
:%(61/\62)_%(62/\61)
=3(er Aey) + 5o Aey)

:el/\e2

Also kénnen wir e; Ae, als Basiselement des 1-dimensionalen Vektorraumes A ?R? nehmen. Nach
Definition von A gilt offenbar: vAw= —wAv, Yo,wée R%. Nun wollen wir ausniitzen, daB, sowohl
AZRAN{0}, als auch GI(2,R) ~ {geordnete Basen des R%}, aus zwei Zusammenhangskomponenten
bestehen. Die eine Zusammenhangskomponente von GI(2,R) besteht aus denjenigen Elementen mit
positiver, die andere aus denen mit negativer Determinante.

Proposition C.1 Sei {ey,e,} die Standard-ONB des R? und {f1, o} irgendeine Basis des R%. Dann gilt
[61762]:[f17f2] A4 61A62:k‘(f1Af2) , k>0,
lepyes) = =1 fa] & egAeg=k-(f{1Nfy) k<O,

BEWEIS Stelle f; und f, bzgl. der Basis {e;,e,} dar. Es ergibt sich f; =ay7¢; +a;5¢, und

[9 = aypeq + ayye,. Die Matrix A = (aij) dieses Basiswechsels erfiillt Det A # 0, da {eq,e,} und {fy, f5}
Basen sind, A also ein Isomorphismus ist. Wir berechnen nun

(C.7) FiNFg = (ag161 + aq969) Aagyeq + agge5)
= y1099 (61 A eg) +ay5051 (63 A €q)
= (ay1095 — a19a51) (61 A eg)
=Det A-(e; Ney) , k:= Det A
— 100 —
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=k-(e;Ney) O

Aufgrund dieses Resultates kénnen wir nun alle Elemente von /\ZIRZ\{O}, die in derselben
Zusammenhangskomponente wie (e; Aey) liegen, mit der Standardorientierung w? = [e1,eq] des R?
identifizieren und alle Elemente in derselben Zusammenhangskomponente wie — (e; A ey) mit — w?.

Proposition C.2 Seien V, W 2-dimensionale Vektorriume, w sei eine Orientierung von V, F € L(V, W)
set ein Isomorphismus. Dann gilt

F(“):FOT(fﬂ\fz)‘:F(fl)/\F(fz) ;

wobei {fq,fy} eine Basis von V set mit [fy,fy] =w. F(w) bezeichnet die durch F und w in W
duzierte Orientierung.

BEWEIS Per definitionem ist F(w):=[F(fy),F(fy)]. Sei {w;,wy} eine Basis von W, wir nennen
[wq,w,] fiir den Moment Standardorientierung von W. Nach Prop. 1.3 gilt

[wy,wo] = [F(f1), F(f2)] & wiAwy=k-(F(f))AF(fy) k>0,
[wyywy] = =[F(f1), F(f)] & wihwy=k-(F(f)AF(fy) k<0,
Im ersten Fall, in dem F(w) gleich der Standardorientierung von W ist, ist offenbar auch

F(f{) ANF(fy) gleich der Standardorientierung (da & > 0). Im zweiten Fall sind sowohl F(w), als auch
F(fy) AF(f,) ungleich der Standardorientierung (da & < 0). O

ORIENTIERUNGS-GLUEING

Seien z,y,z € Crit f mit Indf( z) = Indf( )+ 1= Indf( 2)+2=k+1, ke{l,...,n—1}, und sei
(,0) € Mz, yx My, - ein fest gewihltes Orbitpaar. Wir wéhlen nun einen Gluemgparameter p€(0,pg),
siehe Abschnitt 2.3. Zu p gehdren die beiden Kreisscheiben Dk C W) und D Fews (z), welche den
elndeutlgen Schmttpunkt P, EMx = haben, i€ {l,.. ,#Zsh komp. von My z} geeignet. Seien nun
p: —D Nu und g¢: —Dn ﬂv wobei u: —O(a) und v:=0(?). Seien weiter U(p) und U(gq) hinreichend
kleine Umgebungen VOIl p bzw. ¢ in u bzw. v (Figur C.1), dann kénnen die Elemente aus U(p) mit
denen aus U(g) in eindeutiger Weise zu Punkten in M%, - verklebt werden (indem wir ihnen den
eindeutigen Schnittpunkt, der zu ihnen gehdrenden Kreisscheiben zuordnen). Wir bezeichnen diese

Abbildung mit
(C.8) #:U(p)XU(q)HMQ,Z

y Vv /q U
Figur C.1

Nun betrachten wir deren Linearisierung an der Stelle (p,q) € U(p)xU(q)

(C.9) D#(p,q) : TpU(p)XTqU(q):Tpuquv — T#(zxq) &, 2
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Proposition C.3 Die Abbildung D;,Zé(p,q) st ein Vektorraumisomorphismus.

BEWEIS Eine Basis von T,uxT v ist gegeben durch {(u(p),0), (0, —@(p))} oder auch durch
{(4(p), v(p)), ((p), — 4(p)) }. Dies entspricht dem Fall {(1,0),(0,1)} bzw. {(1,1),(1, — 1)} in R? (siehe
Figur C.2).

Figur C.2

Nun ist zu zeigen, daB D#(p,q) (a(p), ¥(p)) und D#(p,q) (i(p), —o(p)) in T#(p q)Mé,z ~ R? linear

unabhéngig sind. Dies sehen wir ganz analog, wie im Beweis von Lemma 2.3.6, ein. Zunéichst teilen wir

T#(I%‘I)

Df) N MY, - festgelegt (Figur C.3).

MY, - in vier Bereiche ein, diese sind durch den transversalen Schnitt von DZ‘kﬂM&,Z und

Tip. OF*NMy ) = R

y v / /q v
D knMy;

Figur C.3 P

Mittels einer Argumentation, analog wie im Beweis von Lemma 2.3.6, welche auf den Verschiebungen
von Df) bzw. DZ‘k in Richtung von 4(p)=:4 bzw. ¥(¢)=:% und — & beruht, folgern wir

€ := D#(p,q) (i1, — ) € Bereich T,
(C.10) }
¢ := D#(p,q) (it,7) € Bereich 11

Auflerdem sind die Bildvektoren beide ungleich Null, da p und ¢, und somit #(p,q) € M&,Z, keine
Fixpunkte des Gradientenflusses ¢, sind. Also sind die Bildvektoren linear unabhéngig. O

Aufgrund von Prop. C.3 induziert D#(p,q) die Orientierung

(C.11) D#O(p,q) ((iy,07) A (i, — 07)) == D (p, @) (itg,01) A DFE(p,q) (ity, — 0y)

auf T#(p q)Mé,z und damit auf Mgc,z.
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DIE AUF M;J INDUZIERTE ORIENTIERUNG

Seien (ﬂj,@j)EM%ijMyj’Z, j=12 und (4,9)# (4y,05), so daB sie dieselbe

Zusammenhangskomponente M; , von Mx ., beranden. D.h. es soll gelten

(C.12) O(%)CM?Z und O(%)CM?Z ,i=1,2.
Es ergibt sich also eine, der in Figur C.4 skizzierten, Situationen (siche Abschnitt 3.2).

X

oder

Figur C.4

Die Abbildungen

(C.13) D#(p;q;) ijU(pj)XquU(qj):ijququvj — T#(pfq]) L

sind mit den, durch die charakteristischen Vorzeichen gegebenen, Orientierungen

(C.14) [nuj-aj, nvj-i;j]
von ijququvj vertréglich, d.h. es gilt das

Lemma C.4 Voraussetzungen wie zuvor, dann ist

D#OT(qul)(n“lal/\nv 1)) = D#Y (19, 0) ) (Ruyitg Aoy y))

Damit kénnen wir nun in kanonischer Weise eine Orientierung von M&,Z festlegen, nidmlich
[M%, 2] := D#Or (P1,1) (nulul An 1vl))

BEWEIS (von Lemma C.4) Seien £;,¢; wie in (C.10), dann ist wie wir anhand von Figur C.5 sehen
kénnen

(C.15) GEAE = —(9NE,

Figur C.5
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(C.15) 148t sich natiirlich auch mathematisch beweisen: N := MQ,ZUUIUUIUUZUUZ ist eine 2-
dimensionale berandete Mannigfaltigkeit, siche [H, Kap. 1.4]. Sei nun [a,b] eine Orientierung von
MY, -, diese induziert eine Orientierung auf ON.

Figur C.6

a soll auf ON nach auflen weisen, dann induziert b die Orientierung von dN.

Figur C.7

Die Randkomponente u; ist damit in Flufirichtung orientiert, u, entgegen dieser. Wenn nun
(1 A& = Cy A&y wire, so wiirden beide Orientierungen dieselbe Orientierung auf 0N induzieren. Bei y,
haben wir folgende Situation:

|
&
d ‘
b &1/\ Cl Cl J
Y.

1 v, Y

Figur C.8

Wenn nun ¢; auf w; C 9N nach auflen weist, so ist & entgegengesetzt der Fluffrichtung. {4 A&
reprasentiert also die Orientierung — (a Ab) von M, . Bei y, sieht die Situation folgendermafien aus:
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u, :
Oj &2/\ & o3 j
Y

) A Y,

Figur C.9
Wir orientieren wieder ¢, auf u, C 0N nach auflen und erhalten, dafi &, wieder entgegengesetzt der

Fluirichtung weist, also jetzt dieselbe Orientierung auf ON induziert wie aAb. Es ist also
(o AN &y =aAbund damit

Cl/\gl: _Cz/\gz 3

was zu zeigen war.

Damit ergibt sich

D#OT(prh) (”u1a1 A nvli}l)) = Ty Moy D#Or(pl’ql) (it Aoy
= nuy o, DF#(py,qp) ((ig,00) A (i, — 1))
1y 1041 Y1 N 1
= nulnvl D#(pla Q1) (alai}l) A D#(ph ql) (al’ - i}l)
= T NuyNy, Cl A €1
= Ny, Cz A €2
= NuyNuy D#(Pza qs) (azvi}Z) A D#(pZ’ q2) (az’ o i}z)
— N, DO ((itgsig) A (itg, — iy))
uy Mo, (Pgrq9) ((Ug,vy 2~ U
= nuznvz D#OT(pza QZ) (U2 A 02)

= D#OT(pz’ qz) (nuzaz A nvzi}z))
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Verwendete Symbole

X'(M)
L(R™)
Spee (L)
Ind(L)

T2
w(q), o(q)
W(U)S(p)
W (p)

Crit f

C?S)VV(MvN)
M

Kompaktifizierung von R zu RU { £+ oo}

Menge der C"-Vektorfelder auf M

Lineare Abbildungen bzw. lineare Vektorfelder auf R™
Komplexes Spektrum von L € L(R™)

Index des hyperbolischen linearen Vektorfeldes L € £(R"™)
Bzgl. hyp. Isom. A € GI(R™) (in)stabiler Unterraum des R™
(Expansion) Kontraktion

Levi-Civita Zusammenhang

Ring der glatten reellwertigen Funktionen auf M
Kovariantes Differential

Menge der 1-Formen auf M

Tangentialabbildung von g: M — N

Linearisierung von g: M — N

Index der hyperbolischen Singularitit p
Gradientenvektorfeld

Hessesche von f

Hesse-Matrix

Morse-Index des nichtdegenerierten kritischen Punktes p von f

Typ einer Morse-Funktion

k-te sing. Homologiegruppe des top. Raumes X mit Koeff. in K

k-te Bettizahl

2-Torus

w- bzw. a-limes des Punktes ¢

(In)stabile Mannigfaltigkeit von p

Lokale (in)stabile Mannigfaltigkeit von p

Menge der kritischen Punkte von f

C"(M,N) versehen mit der (starken) schwachen Topologie

Symbol fiir den transversalen Schnitt zweier Untermannigf.
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1
Ox,z/ ~

ny(z,y)
I(N)
AR, A"
Moy — ot
/\ZRZ

D#%(p,q)

(M)

Menge der glatten Gradientenvektorfelder auf M

z mit y verbindende Mannigfaltigkeit

Orbitraum von z und y

Orbit durch p

Konvergenz gegen (I — 1)-fach gebrochenen Orbit
Menge der (kx!{)-Matrizen

Menge der invertierbaren (kx k)-Matrizen
Schnittzahl

Glueing-Abbildung

Glueing-Parameter

Universeller Glueing-Parameter fiir M
Standardorientierung des R™

Feste Wahl der Orientierungen aller instabilen Mf. von M
Menge aller méglichen Wahlen ¢

Charakteristisches Vorzeichen des isolierten Orbits u
k-te Kettengruppe des Morse-Witten Komplex
Summe der char. Vorzeichen der isol. Orbits von & nach y
Randoperator des Morse-Witten Komplex

k-te Zyklengruppe des Morse-Witten Komplex

k-te Randergruppe des Morse-Witten Komplex

k-te Homologiegruppe des Morse-Witten Komplex
Menge der 1-fach gebrochenen Orbits zwischen z und y
Menge der Aquivalenzklassen von cobordanten 1-fach
gebrochenen Orbits zwischen 2 und y

Anzahl der isolierten Orbits von & nach y modulo 2
Maximal invariante Teilmenge der Menge N
Attraktor, Repeller, zu A komplementarer Repeller
Trajektorienraum zu « ~,2 T € Crit f
Schiefsymmetrisches Tensorprodukt des R?

Spezielle Glueing-Abbildung

Glueing-Abbildung fiir Orientierungen

Kanonische Orientierung von M,
?
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Index Hessse(;he, 13

Matrix, 14
Homé&omorphismus, 3

Abbildung Immersion, 19
Graph einer-, 56, 57 Intervall
Linearisierung einer-, 9 maximales-, 2
Tangential-, 9 Isomorphismus
transversal zu einer U.Mf., 32, 33 kanonischer, 76
allgemeine Lage, 33 linearer hyperbolischer-, 7
Alternierungsoperator, 100 orientierungserhaltender-, 68
Attraktor, 81 orientierungsumkehrender-, 68
komplementérer-, 81
-Repeller Paar, 81 Kettenkomplex
AWP, 2 algebraischer, 76
Kodimension, 19
Betti-Zahl, 17 Kompaktheit bis auf gebrochene Orbits, 41, 42, 64
Kontraktion, 8
charakteristische Vorzeichen, 67, 70, 72 strikte-, b7
Cobordismus, 51, 76
Aquivalenzklassen bzgl. -, 76, 77 A-Lemma, 51
Lipschitz-Bedingung, 42
Diffeomorphismus, 3 Limes
einparametrige Gruppe von-, b a-, 21, 22
Differential w-, 21, 22
kovariantes, 9 Lyapunov-Funktion, 81
Einbettung, 19 Mannigfaltigkeit, 3
€ C"-nahe, 51 Atlas einer-, 3
Exponentialabbildung, b maximaler--, 3
differenzierbare Struktur einer-; 3
Fixpunkt orientierte--, 68
der Zeit-t-Abbildung, 5 geschlossene, 3
hyperbolischer-, 11 glatte-, 30
nichtdegenerierter, 9 (in)stabile-, 23, 24
isolierter--, 9, 10 Karte einer-, 3
Floer, A., 48 Koordinatenwechsel, 3
Fluf§ C"-Uberlapp, 3
von einem Vektorfeld erzeugter-, 3, 4 lokale (in)stabile-, 27
(negativer) Gradienten-, 20, 21 orientierbare-, 68, 69
Frame, 37 parakompakte-, 86
Unter-, 19
Glueing, 51 immersierte--, 20
-Abbildung, 51, 61 Karte einer--, 19
spezielle--, 101 nette--, 60
Orientierungs-, 99, 101, 102 verbindende-, 38
-Parameter, 61 mogliche Typen der 2-dim. Zsh.Komp. der--, 79
Vertriglichkeit mit char. Vorzeichen, 103 Menge
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invariante-, 81 Tangentialbiindel

isolierte invariante-, 81 einer Mannigfaltigkeit, 3
maximal invariante Teil-, 81 Schnitt des-, 3
Morse TangentialfluB}, 6, 54, 70
-Funktion, 16, 17 topologischer Raum
Existenz einer glatten--, 31 zusammenziehbarer, 69
Modifikation einer--, 88 einfach zusammenhéngender, 69
Typ einer--, 16, 31, 38 Theorem
-Index, 15 Brouwersches Fixpunkt-, 57
-Karte, 16 Grobman-Hartman-, 42
-Lemma, 16 regular value-, 20
-Ungleichungen stable manifold-, 23
starke--, 17 iiber inverse Funktionen, 10
schwache--; 17 Trajektorie
Morse-Smale Bedingung, 30, 34, 38 eines Vektorfeldes, 2, 3, 4
Morse-Witten Komplex, 76 isolierte-, 42
Homologiegruppen des-, 76 Trajektorienraum, 94
kanonischer Randoperator des, 75, 76 transversaler Schnitt zweier U.Mf., 33
Kettengruppen des-, 75
mit Koeffizienten in Z2, 78 Uberdeckung
Réndergruppen des-, 76 lokal endliche-, 86
Zyklengruppen des-, 76 Umgebung
isolierende-, 50, 81
Novikov, S.P., 48 Unterraum
(in)stabiler-, 8
ODE, 2
Orbit Vektor
1-fach gebrochener-, 51 dualer-, 13
eines Vektorfeldes, 2 Vektorfeld
isolierter-, 42, 93 auf einem Gebiet, 2
Orbitraum, 39, 41 auf einer Mannigfaltigkeit, 3
Orientierbarkeitsannahmen, 67 Gradienten-, 13, 21, 35
Orientierung hyperbolisches-, 10
eines Vektorraumes, 68, 100 Typ eines—, 11, 38
induzierte-, 68, 99 lineares hyperbolisches-, 7, 31
Standard- des R™, 68 Index eines--, 7
vollstdndig integrables-, b
Parameterintegral, 85 Vektorraum
Punkt dquivalente Basen eines-, 68
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